MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie Z9

1 Adam, Boris a Cyril porovnavali, kol'ko kilogramov gaStanov nazbierali. Zistili, Ze aritmeticky priemer toho, ¢o
nazbieral Adam s Borisom, je o 10 kg va¢si neZ Cyrilov prispevok, a aritmeticky priemer toho, ¢o nazbieral Adam
s Cyrilom, je o 3 kg mensi nez Borisov prispevok. Urcte rozdiel medzi aritmetickym priemerom toho, ¢o nazbierali
Boris s Cyrilom, a Adamovym prispevkom.

(Michaela Petrova)

RieSenie:

Ozna¢me hmotnost v kilogramoch Adamovych gastanov a, Borisovych b a Cyrilovych c. Podla zadania potom
, a+b a+c v ’ . (. o btcC vs y

plati - =ct 10a - = b — 3. NaSou tlohou je njst -~ — & toto ¢islo oznacme x.

Zo vztahu 22 = ¢ + 10 méme a + b = 2(c + 10) ¢ize a = 2(c + 10) — b a zo vztahu aTJrC = b — 3 mame
a+c=2(b—3)cizea = 2(b — 3) — c. Porovnanim tychto dvoch vztahov dostavame:
2c+10)=-b=2(h-3)—c¢
2c+20-b=2b—-6—c,

3c + 26 = 3b,
+26—b
¢+ =b
Potom
=2(c+10 +26 =2c+ 20 26— +60 26— +34
a=2(c ) c 3 )= c c 3 =c 3 3 =c 3
Z toho dostavame
26 26
(c + g) tc 34\ 2c+— 34 13 34 21
X=—————|c+—=|= —c——=—=Cc+——-c——=——7=-7.
2 3 2 3 3 3 3

Tato situdcia naozaj méze nastat, a to napriklad v pripade, ked’ Adam nazbiera A kilogramov, Boris ? kilo-
gramov, a Cyril 0 kilogramov. Priemer Adamovho a Borisovho prispevku je potom 10 kilogramov, ¢o je naozaj
0 10 viac nez Cyrilov prispevok, a priemer Adamovho a Cyrilovho prispevku je potom 13—7 kilogramov, €o je naozaj
0 3 menej neZ Borisov prispevok.

Hladany rozdiel je teda —7 kilogramow.

Poznamka:

, . . . ) P . b
K hladanému rozdielu sa vieme dopracovat’ aj elegantnejSie: S¢itanim vztahov % = ¢ + 10,

b+c 7
a—-=a + x dostavame:

atc
2

=b—-3

a+b+a+c+b+c
2 2 2
a+b+c=a+b+c+10+(-3) +x,
0=0+10+(-3) +x,

=(c+10)+ B —-3)+(a+x),

-7 =x.

Aj pri tomto postupe vsak treba ukazat, Ze situdcia zo zadania naozaj moze nastat, no najst' nejaky vyhovujuici
priklad, ako vidiet, nie je trivialne.

2 Jana si vymyslela 2022-miestne ¢islo a jeho ciferny sucet poSepkala Petrovi. Peter vypocital ciferny sucet ¢isla,
ktoré mu povedala Jana, a vysledok posSepkal Zuzke. Zuzka tiez vypocitala ciferny sucet ¢isla, ktoré dostala od
Petra, a vysledok, ktorym bolo dvojmiestne c¢islo, poSepkala Adamovi. Adam urobil to isté s ¢islom od Zuzky
a vysiel mu ciferny sucet 1. Ktoré ¢isla mohol poSepkat’ Peter Zuzke? Urcte vSetky moznosti.

(Iveta Jancigova)



RieSenie:

Cislo, ktoré Peter dostal od Jany, ¢ize ciferny stiéet jej vymysleného ¢&isla je najviac 2022 - 9 ¢ize 18198, ma teda
najviac 5 cifier. Ak je toto ¢islo patciferné, tak jeho ciferny sucet nepresahuje 1 + 8 + 3 - 9 ¢iZe 36, a ak je najviac
Stvorciferné, tak jeho ciferny sti¢et nepresahuje 4-9 ¢iZze opit 36. Cislo, ktoré Peter po$epkal Zuzke, je teda najviac
36.

Na druhe;j strane Cislo, ktoré Zuzka posepkala Adamovi (Co je ciferny sucet Cisla, ktoré Peter posepkal Zuzke), je
podla zadania dvojciferné a ma ciferny sucet 1. Také cislo je jediné, a to 10.

Zhrnutim oboch odsekov tak dostavame, Ze Cislo, ktoré Peter poSepkal Zuzke, je najviac 36 a ma ciferny stcet 10.
MézZe to teda byt len 19 alebo 28. Obe tieto Cisla pritom skuto¢ne mozno dosiahnut:

¢ Ak siJana vymyslela napriklad ¢islo
1999...9000...0,
22x  1999x
jeho ciferny stcet, ktory posepkala Petrovi, je 1 + 22 - 9 + 1999 - 0 ¢ize 199, takze Peter poSepkal Zuzke jeho
ciferny sucet 1 + 9 + 9 ¢ize 19.
¢ Ak siJana vymyslela napriklad ¢islo
1999...9000...0,

————————
222X 1799X%

jeho ciferny sucet, ktory poSepkala Petrovi, je 1 4+ 222 - 9 + 1799 - 0 Cize 1999, takZe Peter posepkal Zuzke
jeho ciferny sucet 1 + 9 + 9 + 9 Cize 28.

Peter teda mohol poSepkat Zuzke ¢islo 19 alebo 28.

Je dany pravidelny trojboky hranol s podstavnou hranou diZky 3,2 cm a vyskou 5 cm. Jeho plast omotavame
$achovnicovou féliou, ktora pozostava z nepriehladnych a priehladnych $tvorcovych poli so stranami dizky 1 cm.
Zaciatok folie licuje s hranou hranola (pozri obrazok) a jej dlzka vystaci prave na dvojnasobné omotanie celého
plasta.

Kol'ko percent plasta hranola bude po omotani viditelnych cez f6liu? Hrubku félie zanedbajte.
(Karel Pazourek)
RieSenie:

Prvy okruh prefarbime na cerveno, druhy na modro, prerusované ¢iary oznacuji zlom félie na bo¢nych hranach

hranola:
] ) § _
{]
]

Teraz prvy a druhy okruh prekryme:



Ako vidiet, nepokrytych ostalo 4+5+4+5+4 ¢ize 22 obdlznikov rozmerov 0,6 cmx 1 cm a 3 obd{Zniky rozmerov
0,2cm X 1 cm, ich celkovy obsah je teda 22 - 0,6 cm-1cm+ 3 -0,2cm - 1 cm ¢ize 13,8 cm?,

13,8cm?
2oz coje 28,75 percent.

Celkovy obsah plastaje 3-3,2 cm-5 cm Cize 48 cm?, takze pomer priehladnych ¢asti je

Konvexny $tvoruholnik ABCD so stranou AB dizky 5 cm, so stranou BC dizky 3 cm a s uhlom BCD velkosti 60° je
sumerny podla uhlopriecky AC. Bod E je patou kolmice z vrcholu B na stranu AD a F je patou kolmice z vrcholu
D na stranu BC. Urcte obvod a obsah Stvoruholnika DEBF.

(Karel Pazourek)
RieSenie:
Nech S je priesecnik uhlopriecok $tvoruholnika ABCD.
B

E
D

KedZe body B a D st simerné podla osi AC, trojuholnik BD C je rovnoramenny so zakladiiou BD, a pretoZe navyse

uhol BCD ma vel'kost' 60°, je rovnostranny. Jeho strana BC ma dizku 3 cm, preto jeho vy$ka DF ma dizku %\/§ cm

ausecky BF a DS ako polovice jeho stran BC a DB majui dlzky 1,5 cm.

Trojuholniky DEB a DSA s|1'1 Il)ravolu};llé a na\slyée maju spolo¢ny uhol EDB cize SDA, preto su (podla vety uu)
DE D 1,5cm

. . 3 3 3 )
podobné. To znamend, Zze — = = = —,ateda |DE| = =|DB| = — -3cm = 0,9cm. Podla
DB DA 5cm 10 10 10

Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku D BE plati

|EB| = (||IDB|* — |DE|* = J/(3cm)2 — (0,9 cm)? = y/9cm? — 0,81 cm? = /8,19 cm? =

V819 3
= Tcm = Ev91cm.

Potom

3 3
o(DEBF) = |DE| + |EB| + |BF| + |FD| = 0,9cm + E\/91 cm+ 1,5cm + Ex/gcm = 7,86cm

a
1 1
S(DEBF)=S(DEB)+S(BFD)=E-IDEl-IEB|+E-|BF|-|FD|=
—109 3\/91 +1 1,5 3\/§ = 3,24 cm?
—2,cm10 cmz,cmzcm—,cm.
Poznamka:

Dizky stran EB a DE mdZeme vypoditat’ aj s vyuzitim vzorca na vypocet obsahu trojuholnika ABD, v ktorom
pozname dlzKy stran DB a |AD|, a dlzku AS vieme urcit z Pytagorovej vety, kedZe je to vyska v rovnoramennom

trojuholniku ABD:
2
3 V91
1451 = 14DI" = DS|* = \/(5cm)2—<§cm> = —-em




Potom plati
|AS|-IDB| _ |AD|-|EB|

2 2

S(ABD) =

Odtial -
91
|AS|-|DB| _ —cm-3cm 391

IEB] [AD| 5cm 10 ™

2
3v91 9
IDE| = JIDBI* - |EB]* = |3em)? — [ ==cem | = —cm.
10 10

Potom

Vodnik Gebula nakupoval v obchode, kde ceny vSetkého tovaru boli uvedené v celych Supinkach. Keby Gebula
kupil 2 raky, 3 Skeble a 1 Stuku, zaplatil by 49 Supiniek. Ak by prikupil eSte 5 rakov, 11 skebli a 1 Stuku, platil by
celkovo 154 Supiniek. Kol'ko Supiniek by platil za 1 raka, 2 skeble a 3 stuky? Urcte vSetky moZnosti.

(Karel Pazourek)
Riesenie:
Oznacme v Supinkach x cenu jedného raka, y cenu jednej $keble a z cenu jednej stuky. Podla zadania st to celé
Cisla, a to zrejme kladné.

Uvedené podmienky potom moZeme prepisat dorovnic 2x+3y+1z =49a(2+5)x+(3+11)y+(1+1)z = 154
Cize 7x + 14y + 2z = 154.

Zdvojnasobenim vztahu 2x + 3y + 1z = 49 dostavame 4x + 6y + 2z = 98 a po jeho odcitani od vztahu 7x +
14y + 2z = 154 mame 3x + 8y = 56.

Ztoho dostavame 3x = 56—8y = 8(7—y), takZe ¢islo 3x musi byt delitelné 8, a kedZe ¢isla 3 a 8 sti nestudelitelné,
x musi byt delitelné 8.

Zaroven vsaky = 1,z ¢oho 8y > 8,ateda 56 = 3x + 8y = 3x + 8,z Coho 48 > 3x,t.j. 16 > x.
Zhrnutim oboch odsekov dostavame, Ze x = 8 alebo x = 16. Rozoberme oba pripady:

e Nechx =8.
Potom
3-8+ 8y =56,
24 4+ 8y = 56,
8y =32,
y=4
z ¢oho

2:8+3-4+1z=49,
16 + 12 4+ z = 49,
z =21.

A naozaj, v takom pripade 2 raky stoja 2 - 8 ¢iZe 16 Supiniek, 3 Skeble 3 - 4 ¢iZe 12 Supiniek a 1 Stuka 21
Supiniek, ¢o je spolu 16 + 12 + 21 ¢iZe 49 Supiniek. Dokupenych 5 rakov stoji 5 - 8 ¢iZe 40 Supiniek, 11 Skebli
11 - 4 CiZe 44 Supiniek a 1 Stuka spominanych 21 Supiniek, €o je spolu 40 + 44 + 21 ¢iZe 105 Supiniek, a to je
celkovo 49 + 105 Cize 154 Supiniek.

Za 1 raka, 2 Skeble a 3 Stuky by potom platil 1 -8 + 2 - 4 + 3 - 21 ¢iZe 79 Supiniek.

e Nechx = 16.

Potom

316 + 8y = 56,

48 + 8y = 56,
8y =38,
y=1

z ¢oho



2:164+3-1+4+ 1z =49,
32+3+4+2z=49,
z = 14.
Anaozaj, vtakom pripade 2 raky stoja 2 16 Cize 32 Supiniek, 3 Skeble 3-1 ¢ize 3 Supinky a 1 Stuka 14 Supiniek,
Coje spolu 32 + 3 4 14 Cize 49 Supiniek. Dokapenych 5 rakov stoji 5 - 16 Cize 80 Supiniek, 11 skebli 11 - 1 ¢ize

11 Supiniek a 1 $tuka spominanych 14 Supiniek, ¢o je spolu 80 + 11 + 14 ¢iZe 105 Supiniek, a to je celkovo
49 + 105 ¢iZe 154 Supiniek.

Za 1 raka, 2 Skeble a 3 Stuky by potom platil 1-16 + 2 - 1 + 3 - 14 ¢ize 60 Supiniek.
Poznamka:

Ak pripustime aj ndkup za 0 eur, tak ndm pribudne moZnost x = 0. Potom 3 - 0 + 8y = 56,ateday = 7, z ¢oho
2:0+43:-7+1-z=49,atedaz = 28.

A naozaj, v takom pripade 2 raky stoja 2 - 0 ¢iZe 0 Supiniek, 3 Skeble 3 - 7 ¢iZe 21 Supiniek a 1 Stuka 28 Supiniek,
¢oje spolu 0 + 21 + 28 ¢iZe 49 Supiniek. Doktipenych 5 rakov stoji 5 - 0 ¢iZe 0 Supiniek, 11 Skebli 11 - 7 ¢iZe 77
Supiniek a 1 Stuka spominanych 28 Supiniek, ¢o je spolu 0 + 77 + 28 ¢iZe 105 Supiniek, a to je celkovo 49 + 105
CiZze 154 Supiniek.

Za 1 raka, 2 Skeble a 3 Stuky by potom platil 1 -0+ 2 -7 + 3 - 28 ¢iZe 98 Supiniek.

Sd dané dve rozne ¢isla. Ak od oboch od¢itame Stvrtinu menSieho z nich, dostaneme ¢isla, z ktorych jedno bude
patkrat vacsie nez druhé. Kol'kokrat je dané vacsie ¢islo vacsie neZ to mensie?

(LibuSe Hozova)
RieSenie:

vi | e " o PR . 1wy 3 1 )
MensSie ¢islo ozname x a vacSie y. Po odcitani Stvrtiny x od oboch dostavame x — QX Cize “xay — ox. Podla
zadania potom nastava jeden z pripadov:

3 1
e Nech5:--x =y — -x.
4 4

Potom plati:

Vacsie Cislo je teda 4-krat vacsie neZ to mensie.
, LAy v c vr N S . o
Tento pripad naozaj méze nastat, staci zvolit' ¢isla 1 a 4. Po od¢itani ; Cize 0,25 od oboch dostavame ¢isla 0,75
a 3,75, takze druhé je naozaj 5-krat vacsie nez prvé.
3 1
e Nech X = 5-(y - Zx).

Potom plati:
Zx =5y — Zx,
5

Zx + Zx = 5y,
8
Zx = 5y,
2x = 5y,
2
gx =Y.

ot N 2 0 i Y “
Vacsie Cislo je teda (paradoxne) E-krat vacsie nez to mensie.

. LAy st - v o1 vy .
Tento pripad naozaj méZe nastat, staci zvolit ¢isla —5 a —2. Po od¢itani . (—5) ¢ize —1,25 od oboch dostavame
¢isla —3,75 a —0,75, takZe prvé je naozaj 5-krat vacsie neZ druhé.




