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59.roénik MO Riesenia 11loh domaceho kola kategorie A

1. V obore redlnych cisel rieste sustavu rovnic

Va2 —y=z-—1,
Vy2—z=x—1,
Vz22—x=y—1
(Radek Horensky)
Riesenie. Lavé strany danych rovnic maju (ako odmocniny) nezdporné hodnoty, preto
z pravych stran vyplyvaji postupne nerovnosti z =2 1,z =2 1ay = 1.
Odmocnin v rovniciach sa zbavime ich umocnenim:
?—y=0=-17 P-z=@-1?% P2-z=F-1>
umocnené rovnice s¢itame a vysledok sc¢itania upravime:
@ =)+ =)+ —2)= (1) + (- 1)° + (y - 1)%,
(@ +y* +2%) — (z+y+2) = (P +2” + ) — 202 + 2 +y) +3,
rT+y+z=3.
KedZe vSak z nerovnosti x =2 1, y =2 1 a z = 1 vyplyva s¢itanim = + y + z = 3, moze
byt rovnost x + y + z = 3 splnend jedine tak, ze x = y = z = 1. Sktiskou dosadenim
sa presvedéime, ze trojica (z,y,z) = (1,1,1) je naozaj rieSenim (jedinym, ako vyplyva
z nasho postupu).
Dodajme, ze ak si nerovnosti z,y,2z = 1 na zaciatku nevSimneme, avSak vztah
T+ 1y + 2z = 3 po s¢itani umocnenych rovnic odvodime, mézeme potom urceni hodnotu
stuétu z+y+ 2z pouzit pri séitani povodnych (neumocnenych) rovnic, a tak ziskat rovnicu

Va2 —y+ /92 — 2+ V22 —x = 0 s jasnym dosledkom: kazd4 z odmocnin musi byt
rovna nule.

Iné riesenie. KedZe pre trojice (x,vy,2), (y,z,2) a (z,x,y) vyjde ststava zadanych
rovnic narovnako, sta¢i hladatf len také rieSenia (x,y,z), v ktorych je prva zlozka
maximalna, t.j. plati z = y a = 2z.! Rovnako ako v pdvodnom rieSeni si uvedomime,
7e x,1y,z = 1 (dalej ndm bude stacit iba fakt?, ze z,y, 2 = 0).

Z predpokladanej nerovnosti x = z vyplyva pre pravé strany prvej a druhej
nerovnice porovnanie z —1 > z—1, takZe rovnakt nerovnost musia spliiat aj odmocniny
na lavych stranach, teda aj prislusné vyrazy pod odmocninami: y? — z = z? — y, ¢ize
2% —y? < y — 2. Lava strana tej poslednej je nezaporna (vdaka predpokladu z = y),
takze je takd aj prava strana: y — z = 0, ¢ize y = z. To eSte upravime na nerovnost
y —1 2 z — 1 medzi pravymi stranami prvej a tretej rovnice, takze podla ich lavych
stran dostaneme 22 — x > 22 — y, ¢ize 22 — 22 = z — y. Odtial a z predpokladu = > y
méame 22 — 2 > 0, ¢ize z = z. Spolu tak plati z = y = 2 = z, teda musi byt = = y = 2.
Vtedy sa zadané ststava redukuje na jedint rovnicu v22 — 1 = x — 1. Je Tahké ukazat,
ze jej jediné riesenie v obore realnych cisel je x = 1.

! Nerovnost y = z dopredu zarucit nemdzeme. Poradie neznamych z, y, z totiz nemézeme menit
Iubovolne, ale iba cyklicky.

2 Budeme ho potrebovat kvoli ekvivalenciam typu a? > b2 < a 2> b.
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Rieste v/x — 1+ vz — 6+ v — 9+ v/ — 10 = 6 v obore realnych cisel. [Lava strana
mé zmysel jedine vtedy, ked = = 10. Jej hodnota pre z > 10 je vicsia ako /10 — 1 +
+ /10 — 6 + /10 — 9 = 6, takze z = 10 je jediné riesenie.]
N2. V obore redlnych cisel rieste ststavu rovnic

Vi —y=y-1, Vy-z=z-1

[Z rovnic vyplyva z,y = 1. Dalej vyuzite bud to, Ze po s¢itani umocnenych rovnic
dostanete = +y = 2, alebo vzhladom na symetriu predpokladajte x = y a z nerovnosti
y? —x 2 22 — y odvodte y > . Jediné riesenie je x = y = 1.]

D1. V obore redlnych cisel rieste ststavu rovnic

a? —y=22 P -z=a P -r=y> [57-A-S-]
D2. V obore redlnych cisel rieste ststavu rovnic
2?2+ 2yz=6(y+2—2), > +222 =6(z 4z —2), 22+ 22y =6(x+y —2). [53-A-S-3]
D3. Zistite, pre ktoré p € R ma stistava rovnic
@ +1=(p+Dr+py—2 v’ +1=(@+Dy+pz—z, 2°+1=(p+1)z+pr—y

prave jedno rieSenie v obore realnych éisel. [51-A—S—3]
D4. V obore redlnych Cisel rieste ststavu rovnic

?—1=py+2), y*—1=pz+z), 2°-1=px+y).

S nezndmymi z, y, z a parametrom p. [51-A-II-4]

2. Do kosostvorca ABCD je vpisand kruznica. Uvazujme jej lubovolni dotyénicu preti-
najucu obe strany BC, C'D a oznacéme postupne R, S jej priesecniky s priamkami AB,
AD. Dokdazte, Ze hodnota sucinu |BR|-|DS| od volby dotycnice nezdvisi. (Leo Bocek)

Riesenie. Nech U, V, W, T st body dotyku vpisanej kruznice postupne so stranami
AB, BC, DA a s uvazovanou dotyc¢nicou RS, ktorej priese¢nik so stranou BC' pome-
nujme X (obr.1). Ozna¢me a = |AB| = |AD|, b = |BU| = |BV| = |DW| pevné dlzky
ar = |BR|, s = |DS| premenné dlzky zavislé od volby doty¢nice RS. Nagim cielom je
ukézat, Ze zadany stcéin |BR|-|DS| (= r - s) ma stalu hodnotu a - b.




Trojuholniky ARS, BRX st rovnolahlé podla stredu R, lebo ich strany AS a BX
lezia na rovnobeznych priamkach. Navyse kruznica vpisana prvému trojuholniku ARS
je pripisand strane BX druhého trojuholnika BRX . Podla poznatku zo zéveru navodnej
ulohy N2 o tom, ze body dotyku vpisanej a pripisanej kruznice st stimerne zdruzené
podla stredu strany, na ktorej oba body lezia, mézeme usudit, ze pomeru |SW|: |AR)|
v trojuholniku ARS zodpoveda pomer |BV|: |BR| v trojuholniku BRX. To vedie na
rovnost, ktort pri zavedenom oznaceni zapiSeme ako

, odkial r-s=a-b.

b+s b
a+r T
Tym je dokaz hotovy a tloha vyriesena.

Iné rieSenie. Pouzijeme rovnaké oznacCenie ako v prvom rieseni. Zaobideme sa bez
vysledku tlohy N2 tak, ze oznadime este |RX| = x a vyjadrime dlzky stran oboch
rovnolahlych trojuholnikov ARS, BRX na zédklade trividlneho poznatku o rovnosti
usekov doty¢nic z daného bodu k danej kruznici (iloha N1). Pre trojuholnik ARS je
to lahké: plati |[AR| =a+r, |AS|=a+sa

|RS| = |RT| 4 |TS| = |RU| + [WS| = (b+7)+ (b+5) =2b+7+s.
V trojuholniku BRX méame |BR| = r a dlzku tretej strany BX vyjadrime takto:

| BX|=|BV|+|VX|=b+|TX|=b+ (|RT| — |RX]|) =
=b+|RU|—z=b+(b+7r)—2=2b+71—2x.

Pre strany podobnych trojuholnikov ARS a BRX teda plati pomer
(a+7r):(2b+r+s):(a+s)=r:x:(2b+r—2x).

Odtial mozeme eliminovat x a potom objavit zavislost rs = ab. Namiesto takého po-

stupu si vSak vSimnime, ze obvod druhého trojuholnika nezavisi od x, preto porovname

pomery obvodu k prvej strane (od x nezavislej) v kazdom z oboch trojuholnikov:

(a+r)+(2b+r+s)+(a+s) r+z+(20+7r—2)

Y

a—+r r
2(b 2b
9 4 (b+s) _o. 2
a+r r
rs = ab.

Potrebna rovnost je dokazana.

Iné riesenie. Nech O je stred kruznice vpisanej kosostvorcu ABCD (a teda aj trojuhol-
niku ARS). Ozna¢me «, g, o velkosti vnatornych uhlov trojuholnika ARS postupne
pri vrcholoch A, R, S. Potom |[£BRO| = 19, |£OBR| = 90° + 1a, |[{ROB| = 180° —
— |£BRO| — |£OBR| = 0. Podobne [£DSO| = 10, |£SDO| = 90° + 1a, |[£DOS| =
= 0. Preto st trojuholniky BRO a DOS podobné a odtial |BR| : [DO| = |BO| : |DS|,
¢ize |BR| - |DS| = |BO| - |DO| = |BO|?, ¢o je hodnota nezavisld od volby doty¢nice.
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokézte rovnost |ATi| = |AT2|, pricom Ti, T2 st body dotyku oboch dotyénic
vedenych z bodu A k danej kruznici. [Vyuzite osov simernost alebo zhodnost troju-
holnikov AT}.S a AT>S (pricom S je stred danej kruznice) podla vety Ssu.]

N2. Vyjadrite dizky vSetkych usekov, na ktoré st strany daného trojuholnika rozdelené

a) tromi bodmi dotyku kruznice vpisanej,

b) tromi bodmi dotyku kruznic pripisanych,
pomocou dizok a, b, c celych (t.j. nerozdelenych) stran. Z vysledku potom vypozorujte,
ze na kazdej strane trojuholnika tvoria bod dotyku z a) a bod dotyku z b) dvojicu
bodov, ktoré st stimerne zdruzené podla stredu prislusnej strany. [Ako useky z casti a),
tak useky z ¢asti b) maju dizky %(a +b—c), %(b +c—a), %(c—i— a —b). Vyplyva to zo
sustav linedrnych rovnic, ktoré zostavite na zaklade poznatku z dlohy N1, pouzitom
vzdy na dotyénice zo vSetkych troch vrcholov trojuholnika k danej (vpisanej ¢i jednej
pripisanej) kruznici.]

N3. Kruznica vpisand doty¢nicovému lichobezniku ABCD sa dotyka zakladni AB, CD
postupne v bodoch E, F. Dokazte rovnost |AE| - |DF| = |BE| - |CF|. [Zékladne
AB a CD uréuju spolu s prieseénikom predizenych ramien BC, AD dva rovnolahlé
trojuholniky, pritom kruznica vpisand vidcSiemu z nich je pripisana zakladni mensieho
trojuholnika. Z poznatkov z tlohy N2 a timernosti dizok stran oboch trojuholnikov uz
vyplyva rovnost pomerov |AE|: |BE| a |CF|: |DF|]

D1. Do jedného konvexného uhla st vpisané dve nepretinajice sa kruznice. Ich spolo¢na
vnuatorné doty¢nica s bodmi dotyku K, L pretina ramend uhla v bodoch A, B. Dokézte
rovnost |AK| = |BL|. [Désledok N2 — uvazte vztah oboch kruznic k trojuholniku ABV,
pricom V je vrchol daného uhla. Alebo priamo: Nech tisecka AB je rozdelena bodmi
K, L na tseky postupne dlzok z, y, z. Pouzitim N1 odvodte, #e vzdialenosti bodov
dotyku oboch kruznic na jednotlivych ramenach st 2z + y, resp. 2z + y. Z N1 vSak
vyplyva 2z +y =2z 4y, t.j. x = z.]

D2. Dany je rovnoramenny trojuholnik ABC so zékladiiou AB. Na jeho vyske CD je
zvoleny bod P tak, Ze kruZnice vpisané trojuholniku ABP a $tvoruholniku PECF
st zhodné; pritom bod E je prieseCnik priamky AP so stranou BC a F' priese¢nik
priamky BP so stranou AC. Dokazte, ze aj kruznice vpisané trojuholnikom ADP
a BCP st zhodné. [49-A-II1-2]

3. Na tabuli su napisane cisla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvolime na tabuli dve
¢isla, z ktorych jedno je delitelom druhého, obe zotrieme a ma tabulu napiseme ich
(celociselny) podiel. Takto pokracujeme, kym na tabuli nezostani iba cisla, z ktorych
Ziadne nie je delitelom iného. (V jednom kroku mozZeme zotriet aj dve rovnaké cisla
a nahradit ich ¢islom 1.) Najmenej kolko ¢isel moZe na tabuli zostat?

(Peter Novotny)

RiesSenie. Na tabuli zrejme budi stéle len ¢isla z mnoziny M = {1,2,... ;33}. Prvocisla
17, 19, 23, 29 a 31 tam budt napisané stale, a to kazdé jedenkrat, pretoze nemaju
ziadneho delitela rozneho od 1 a mnozina M ani neobsahuje Ziadny ich nasobok (takze
nikdy nemoézu z tabule zmiznat, ani sa objavit v dalsom exemplari).

Vysvetlime teraz, preco na tabuli budt okrem uvedenych piatich prvocisel napisané
vzdy este niektoré dve dalsie ¢isla. Stucin S vSetkych ¢isel zapisanych na tabuli je na
zacCiatku rovny

S =331=23.3%.57.74.11%.132.17-19- 23 - 29 - 31. (1)

V kazdom kroku zvolime nejaki dvojicu ¢isel (z,y) s vlastnostou x | y, teda ¢isla tvaru
x = a a y = ka, a nahradime ich jednym ¢islom y/xz = k. Stcin vSetkych ¢isel na
tabuli sa pritom zmeni z doterajsej hodnoty S na novt hodnotu S/a?, lebo dva ¢initele
x, y so stfinom zy = ka? budi nahradené jednym novym d&initefom k (a ostatné
¢initele sa nezmenia). Je jasné, Ze pri zmene S — S/a? sa exponent Iubovolného
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prvocisla p z rozkladu ¢isla S bud zachova (ak p 1 a), alebo zmensi o parne ¢islo
(rovné exponentu p v rozklade &isla a?). V Ziadnom pripade sa teda nezmeni parita
(parna-nepéarna) exponentu ziadneho z prvoéisel. Preto kazdé z prvoéisel, ktoré malo
na zaciatku v rozklade (1) nepdrny exponent, bude mat neparny exponent v rozklade
meniaceho sa S aj po lubovolnom pocte krokov. Také st (okrem 17, 19, 23, 29 a 31) aj
prvocisla 2, 3, 5 a 11. Znamena to, Ze na tabuli budu stéle zastipené (nie nutne Styri
rozne) Cisla, ktoré st tymito jednotlivymi Styrmi prvocislami delitelné. Samozrejme,
nemdze to byt iba jediné ¢islo (lebo 2 -3 -5-11 > 33), takze to musia byt aspon dve
¢isla, napriklad 10 a 33 (alebo 11 a 30 alebo 15 a 22, iné moZnosti pri celkovom pocte
siedmich ¢isel na tabuli neexistuji). Tak sme dokézali, Ze na tabuli bude naozaj vzdy
napisanych najmenej 7 ¢isel.

Ostava popisat nejakt postupnost krokov, po ktorej na tabuli naozaj 7 ¢isel
zostane. Existuje vela moZnosti, mézeme napriklad dat ,bokom“ prvocisla 17, 19, 23,
29, 31 a ¢isla 10 a 33, a so zvySnymi ¢islami urobit nasledujice kroky:

32,16 —+ 2, 30,15 —2, 28,14 —2, 26,13 -2, 24,12 — 2, 22,11 — 2,
27,9 -3, 21,7—3, 18,6 -3, 25,5—5, 20,4—5, 8§24,
5,0 —1, 42—-2 33—1, 33—1, 22—1, 2,2—1, 2,2—1.

Po tychto krokoch uz je na tabuli (okrem siedmich ¢isel bokom) len 7 jednotiek, ktoré
vSetky odstranime Siestimi krokmi 1,1 — 1 a poslednym krokom napr. 10,1 — 10.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Uréte, kolkymi nulami konéi dekadicky zapis ¢isla 33!. [Siedmimi nulami. Staci zistit,
s akymi exponentmi vystupuju prvocisla 2 a 5 v rozklade daného faktoridlu na sucin
prvocisel. D4 sa to urobit konkrétnym rozborom su¢inu 1-2-3----- 33, alebo vyuzit
znamy vztah: exponent prvodisla p v rozklade éisla n! na sucin prvodisel je rovny sactu

EINENEE

pricom |x] oznacuje dolnt celt ¢ast &isla x a séitanie prebieha, pokial mocnina p*
v menovateli zlomku neprevysuje ¢itatel n. Cely rozklad ¢isla 33! je uvedny v rieseni
stutaznej tlohy.]

N2. Dokéazte, ze ¢islo N = 46! - 47! - 48! - 49! nie je druhou mocninou celého ¢isla, a potom
najdite jeho najvicsi delitel, ktory je druhou mocninou celého é&isla. [Cislo N nie je
druhou mocninou, pretoze v jeho rozklade na sac¢in prvocisel vystupuje prvocislo 47
s neparnym exponentom 3. Z vyjadrenia N = (46!)%-47.(47-48)-(47-48-49) = (46!)*-
-473 . (482) - 72 vyplyva, Ze najvicsou druhou mocninou, ktoré je delitelom ¢&isla N, je
gislo (46!)% - 472 . 482 . 72 = N/47.]

N3. N4jdite najmensie celé kladné n, pre ktoré existuje poradie (z1,z2,...,x10) Cisel
1,2,...,10, ktoré vyhovuje rovnici

XT1TL2L3T4X5 1

TEL7LELIT10 n

[Hladané n je rovné 7. Kedze 10! = 28 . 3% . 52 . 7, neda sa zlomok na lavej strane
rovnice kratit ¢islom 7, takze musi byt n = 7. Hodnote n = 7 zodpoved4 napriklad
platné rovnost % = %]

N4. Na tabuli je napisanych sedem ¢&isel p?, pq, ¢2, p°, p2q, pg® a ¢3, pri¢om p a ¢ st dve
rézne prvocisla. Po Siestich krokoch opisanych v stitaznej tlohe zostalo na tabuli jediné
¢islo. Urcte ho bez rozboru vsetkych moznych postupov, akymi mozno jednotlivé kroky
volit. [Posledné ¢&islo na tabuli bude pg. Sucin vSetkych &isel na tabuli je na zaciatku

p°¢°, a preto po kazdom kroku bude mat hodnotu p™q™ s neparnymi exponentmi
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m a n, ako je vysvetlené v rieseni sufaznej tlohy. Pre ¢islo p™q", ktoré ako jediné
ostane nakoniec, navyse musi platit m + n < 3 (ako pre kazdé ¢islo, ktoré dostaneme
v priebehu vykondvania krokov), takze musi byt m = n = 1. Mozny postup krokov:
p*,p° = p; ¢%,¢° = ¢; p*a,p — pg; P4*, 4 — pg; Pe; g — 15 pg, 1 — pg]

D1. V kazdom vrchole pravidelného 2008-uholnika lezi jedna minca. Vyberieme dve mince
a premiestnime kazda z nich do susedného vrcholu tak, Ze jedna sa posunie v smere
a druhé proti smeru chodu hodinovych rucic¢iek. Rozhodnite, ¢i je mozné tymto spo-
sobom vSetky mince postupne presunif: a) na 8 képok po 251 minciach, b) na 251
koépok po 8 minciach. [58-A-1-5]

D2. V kazdom z vrcholov pravidelného n-uholnika Aj As ... Ay lezi uréity pocet minci: vo
vrchole Ay, je to préave k minci, 1 £ k < n. Vyberieme dve mince a preloZime kazdu
z nich do susedného vrcholu tak, ze jedna sa posunie v smere a druha proti smeru
chodu hodinovych rucic¢iek. Rozhodnite, pre ktoré n mozno po kone¢nom pocte takych
preloZzeni dosiahnut, Ze pre Iubovolné k, 1 < k < n, bude vo vrchole Ay, lezat n 4+ 1 —
— k minci. [58-A-II1-5]

D3. N4&jdite najmensie prirodzené &islo, ktoré mozno dostat doplnenim zatvoriek do vyrazu

15:14:13:12:11:10:9:8:7:6:5:4:3:2.

[48-A-1-1]
D4. Do d¢itatela aj menovatela zlomku

29:28:27:26:25:24:23:22:21:20:19:18:17:16
15:14:13:12:11:10:9:8:7:6:5:4:3:2

moZeme opakovane vpisovat zatvorky, a to vZdy na rovnaké miesta pod seba.
a) Urcte najmensiu mozna celoé¢iselntt hodnotu vysledného vyrazu.
b) N&jdite vSetky mozné celoc¢iselné hodnoty vysledného vyrazu. [48—A-III-1]

4. V lubovolnom ostrouhlom réoznostrannom trojuholniku ABC oznacme O, V a S
postupne stred kruZnice opisanej, priesecnik vysok a stred kruznice vpisanej. Dokazte,
Ze os usecky OV prechadza bodom S prdve vtedy, ked jeden vnitorny uhol trojuholnika
ABC ma velkost 60°. (Tomas Jurik)

RiesSenie. Najskor ukazeme, ze v kazdom ostrouhlom trojuholniku ABC' plati
v=60° <<= |CO|=|CV]|. (1)

Na to potrebujeme trojuholniky CVAy a COBy, pricom Ag je pita vysky z vrcholu A
a By je stred strany AC' (obr.2). Z pravouhlého trojuholnika AC' A, vyplyva

AC
’)/:600 <~ |CAO‘:% e ’CA0|Z’031’

Posledné je rovnost dlZzok odvesien pravouhlych trojuholnikov CVAy a COB;, ktorych
vyznacené vnutorné uhly VC Ay a OC By maji zhodnu velkost 90° — 3. (Pre uhol CVA,
to vyplyva z pravouhlého trojuholnika BC'Cjy, pricom Cj je péta vysky z vrcholu C na
stranu AB, pre uhol OC B; to vyplyva z rovnoramenného trojuholnika ACO, ktory ma
pri hlavnom vrchole O uhol 23 vdaka vete o obvodovom a stredovom uhle v opisanej
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kruznici.) Preto je zhodnost odvesien C'Ay, C' By ekvivalentnd so zhodnostou prepon
CO a CV, ¢o dokazuje (1).

Obr. 2

Teraz zapojime do tvah stred S kruznice vpisanej. Zo spomenutej zhodnosti uhlov
VC Ay a OCB;y vyplyva, Ze v kazdom ostrouhlom trojuholniku ABC' je polpriamka CS
nielen osou uhla ACB, ale aj osou uhla OCV. Tato os je v pripade v = 60°, kedy
ako vieme |CO| = |CV|, osou zakladne OV rovnoramenného trojuholnika OV C' (body
O a V st rozne, lebo podla zadania ulohy je trojuholnik ABC' roznostranny), takze
stred S naozaj lezi na osi tsecky OV. Rovnako to plati aj v pripadoch o = 60°, resp.
B = 60°.

Pripustme teraz, ze stred S lezi na osi tsecky OV, avSak Zziadny z uhlov «, (3, v
nie je 60°. Podla (1) teda plati |AO| # |AV|, |BO| # |BV| a |CO| # |C'V|. Pozrime sa
znovu na trojuholnik OV C, v ktorom teda os C'S vnutorného uhla OCV nesplyva s osou
protilahlej strany OV, takze ich jediny spolo¢ny bod S lezi na kruznici trojuholniku
OV C opisanej (tento znamy fakt uvadzame v tlohe N2). Inak povedané, bod C lezi
na kruznici opisanej trojuholniku OV S. Z rovnakych dévodov na tejto kruznici lezia aj
body A a B, takze sa jedna o kruznicu opisani trojuholniku ABC', ktora vsak nikdy
svojim stredom O neprechddza. Tak sme dostali spor, ktory ukazuje, ze pripustena
situdcia nemdze nastat. Tym je rieSenie celej llohy ukoncéené.

Poznamka 1. Z druhej Gasti rieSenia vyplyva tento poznatok: ak ma uhol «y (ostro-
uhlého) trojuholnika ABC' velkost 60°, lezia vrcholy A a B na jednej kruznici s prie-
secnikom vysok, stredom opisanej kruznice aj stredom vpisanej kruznice. Jednoduchsie
zdovodnenie uvadzame v tlohe N1.

Poznamka 2. Klacova ekvivalenciu (1) z podaného rieSenia mozno dokazat aj
trigonometricky. Platia totiz vztahy

A Jov]= —,
tgy

|CO| = (2)

2sinvy
podla ktorych si tsecky CO a C'V zhodné prave vtedy, ked je uhol 7 rieSenim rovnice
2siny = tg~y, ktora je zrejme ekvivalentna s rovnicou cos~y = %, ktorda ma na intervale
(0°,90°) jediné riesenie v = 60°. Prvy zo vztahov (2) vyplyva z tzv. rozsirenej sinusovej
vety

a b c

— = = —— =2,
sina  sinf8  sinvy
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pri¢om r je polomer kruznice opisanej trojuholniku ABC, druhym vztahom v (2) sa
zaoberame pri tlohe D1.

Poznamka 3. Ekvivalenciu (1) z uvedeného rieSenia mozeme dokazat aj bez velkého
pocitania: priesecnik vysok daného trojuholnika totiz vzdy lezi na kruznici simerne
zdruzenej s kruznicou trojuholniku opisanou podla priamky AB (v naSom pripade).
Vzhladom na to, Ze taka kruZnica je zaroven obrazom kruZnice opisanej v posunuti
o vektor CV, zévisi dlzka |CV| v danej opisanej kruznici len od velkosti tetivy AB (¢i
zodpovedajuceho obvodového uhla), a nie od polohy bodu C'. Preto rovnost [CV| =r =
= |CO| nastane prave vtedy, ked spomenutéd zdruzena kruznica prechadza stredom O
kruznice trojuholniku opisanej, t.j. prave vtedy, ked prislusné strana lezi oproti (obvo-
dovému) uhlu velkosti 60°.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokéazte, ze v kazdom ostrouhlom trojuholniku ABC' (pri oznacéeni O, S, V' zo sutaznej
tlohy) plati |[{ AOB| = 2, | ASB| = 90° + /2, | AV B| = 180° — ~. Aky dosledok
maju tieto rovnosti v pripade v = 60°? [Prva rovnost je vztahom obvodového a stre-
dového uhla, pre druhd, resp. tretiu rovnost si uvedomte, ze v trojuholniku AS B, resp.
AV B maja dva vnutorné uhly velkosti «/2 a 8/2, resp. 90° — « a 90° — 3, a v oboch
pripadoch dopocitajte treti uhol. Kedze body O, S, V lezia v rovnakej polrovine urcenej
priamkou AB, v pripade v = 60° zo zhodnosti uhlov AOB, ASB, AV B (vSetky tri su
120°) vyplyva, ze body A, B, O, S, V lezia na jednej kruznici.]

N2. Dokéazte, ze ak strany KM a LM daného trojuholnika K LM nie st zhodné, pretne
os vnutorného uhla KML os strany KL v bode, ktory lezi na kruZnici, ktora je
trojuholniku K LM opisana. [Jednoduchsie je dokdzat vSeobecnejsie tvrdenie, Ze os
vnutorného uhla pretne opisant kruznicu v bode, ktory ma rovnaku vzdialenost od
zostavajucich dvoch vrcholov trojuholnika. Zo zhodnosti dvoch obvodovych uhlov
v kruznici totiz vyplyva zhodnost prislusnych tetiv.]

N3. V rovine je dand tisecka AB. Zostrojte mnozinu fazisk vsetkych ostrouhlych trojuhol-
nikov ABC, pre ktoré plati: Vrcholy A a B, priese¢nik vySok V a stred S kruZnice
vpisanej trojuholniku ABC lezia na jednej kruznici. [A-55-111-4]

D1. Dokéazte, ze pre vzdialenosti priesecnika V' vysSok od vrcholov ostrouhlého trojuholnika
ABC platia vztahy

AV = =, |BV|= —,

tga tg tgy
[Ak sa AAg, CCy vysky ostrouhlého trojuholnika ABC a V ich priese¢nik, plati
|CAp| = beos~y. Pravouhly trojuholnik CAgV mé pri vrchole C' uhol 90° — 3, takze
|CAp| = |CV]cos(90° — B) = |CV|sin 8. Porovnanim dostaneme bcosvy = |CV|sin 3,
¢o spolu s rovnostou b/ sin 8 = ¢/ sin+y (sinusové veta) dava |CV| = (b/ sin B) - cosy =
= (¢/sinv) - cosy = c¢/tg~y. Treti zo vztahov je dokdzany, prvé dva platia vdaka
symetrii.]

5. V nadrzi je ro ryb, spolocny ulovok n rybarov. Prichddzajiu pre svoj podiel jednotlivo.
Kazdy st mysli, Ze sa dostavil ako prvy, a aby si vzal presne n-tinu aktudlneho poctu
ryb v nadrzi, musi predtym jednu z ryb pustit spit do mora. Urcte najmensie mozné
¢islo ro v zavislosti od daného n 2 2, ked aj posledny rybdr si aspon jednu rybu odnesie.

(Dag Hruby)

Riesenie. Pre kazdé k = 1,2,... ,n oznacme r; pocet ryb v nadrzi potom, ako si k-ty
rybar odnesie svoj podiel. Tieto poc¢ty st podla zadania uréené pociatoénou hodnotou rq
a rekurentnymi vztahmi

n—1

Tk+1 = (Tk—l) (k’:O,l,...,n—l).



Zapisme ich vo vyhodnom tvare

n—1 1—n

(1)

Tk+1 = ¢ Tk +d, pricom gq=
n n

Rekurentna rovnica ri4+1 = q-7,+d (g, d = konst.) sa vyskytuje v mnohych aplikaciach.
Odvodime preto najskor, aké priame vyjadrenie méa kazdy ¢len r; takej postupnosti
ro,T1,T2, ... Pri vSeobecnych ¢, d a danej poc¢iato¢nej hodnote rg. AZ potom sa vratime
k nasej tlohe a do vysledku dosadime hodnoty ¢, d z (1).

Najprv si vSimnime, Ze v pripade ¢ = 1 dostavame rovnicu 711 = rx + d, podla
ktorej je skimané postupnost aritmetickéd s diferenciou d, takze jej vSeobecny c¢len mé
vyjadrenie r, = rg + kd. V pripade q # 1 z rekurentnej rovnice postupne dostaneme

r1=qro +d,

ro=qr1+d=q(qro+d) +d=¢’ro + (¢ + 1)d,

rs =qra +d = q(¢*ro+ (¢ +1)d) +d = ¢>ro + (> + ¢ + 1)d,
ra=qrs+d=q(@Pro+ (P +q+1)d)+d=q"ro+ (¢* + ¢* + ¢+ 1)d,

Takto nachadzame vyjadrenie
T = qkT'() + (qk_l + qk_2 +--+q+ 1)d

Ak pouzijeme znamy vzorec pre sucet k ¢lenov geometrickej postupnosti s kvocientom
q # 1, dojdeme k zaveru, ze pre kazdé k = 0 je ¢len r; dany priamym vztahom

k_1)d d d
Tk:qkTO'i'u:qk(rO‘i_ >_ .
q—1 q—1 q—1

V nasom konkrétnom pripade plati

d _ (1-n)/n o
g—1 (n—-1)/n—-1 ’

odkial nachddzame vyjadrenie jednotlivych hodnot r; v tvare

(n—1)k@rg+n—1)
nk

T = -n+1 (k=0,1,2...,n).

Vzhladom na nestdelitelnost dvojice &isel (n — 1)*, n¥ st také hodnoty 7 celo¢iselné
prave vtedy, ked je ¢islo ro + n — 1 delitelné vSetkymi zastGpenymi mocninami n”,
z ktorych najvyssia je mocnina n". Hladand nutné aj postacujica podmienka mé preto
tvar: pre niektoré celé j plati ro +n —1 =7 -n", ¢ize ro = 5 -n"™ —n + 1. Pomocou

tohto parametra j potom maju vSetky c¢leny rp vyjadrenie
e=j-n—=1"n"F—n+1 (k=0,1,2... n). (2)
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Ostava najst najmensie celé j = 1, pri ktorom st vSetky ¢isla 7, dané vztahmi (2)
kladné. Kedze tieto Cisla zrejme tvoria klesajicu postupnost, najmensie z nich je ¢islo
rn=7-(n—1)"—n+1, ¢ je pri n = 3 ¢islo kladné uz pri j = 1 (teda ro = n" —n+1),
zatial ¢o pri n = 2 to plati az pri j = 2 (vtedy 10 =2-22 -1 =17).

Odpoved. Hladany najmensi pocet ryb je ro =7 pre n =2 a rg = n™ —n + 1 pre kazdé
n 2= 3.

Iné riesenie. Postupnost rg,7r1,...,7, mozeme pocitat aj ,odzadu“, t.j. pomocou
posledného ¢lena r,, vyjadrovat predoslé ¢leny. S vyuzitim rekurentného vztahu

n

Ty, = qrg+1 + 1, pricom g =

Y

n—1

(kvocient ¢ ma teraz prevrateni hodnotu oproti hodnote v prvom rieseni), postupne
prek=n—1,n—-—2,...,1,0 dostavame

Tn—1 =qry + 1,

Tne2 =qrn—1+1=¢rn+q+1,
Tnos=qrm2+1=¢rm+¢+q+1,
rn_4:qrn_3+1:q4rn+q3+q2+q—|—1,

Podobne ako v prvom rieSeni (scitanie ¢lenov geometrickej postupnosti a nasledné
dosadenie kvocientu ¢ teraz vynechame) tak dojdeme ku vztahom

nk(rn +n-—1)
Tk =
* (n—1)F

—n+1 (k=0,1,...,n) (3)

Kedze ¢isla n* a (n — 1)* st nestudelitelné, hodnoty r,_j st vietky celo¢iselné prave
vtedy, ked (n — 1) | r,, + n—1, ize r,, = j- (n—1)" —n+ 1, ¢omu zodpovedé (podla
(3) pre k = n) pociato¢na hodnota rg = j - n"™ — n + 1. Tak sme odvodili rovnaky zaver
ako pri prvom postupe.

Poznamka. Najdenie vztahov pre éleny rj sa pri oboch postupoch velmi zjednodusi, ked
si vS§imneme, Zze zmenend postupnost tvorend ¢islami 7, = ry +n — 1 je geometricka.
Na tito moznost rieSenia rekurentnych rovnic (1) upozoriiujeme v tlohe N2.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. N4ajdite vzorec pre vSeobecny ¢len postupnosti zadanej rekurentne:
a) xo = 2, Tp41 = 2z, — 3,
b) zo = §, Tpy1 = 4dxp + 1,
c) g =2, Tpy1 = % (4 —zp).
[Jednd sa o rovnice tvaru xp41 = gy + d, takze ich mézeme riesit metédou opisanou

k
v rieseni stitaznej Glohy. Vysledky: a) z, = 3—2%,b) z), = 348 -1, ¢) a, = (—é) +

+1]
N2. Priklady z N1 rieste odliSnym postupom: ukézte, zZe rovnicu ;41 = gz + d mozno
v pripade ¢ # 1 upravit na tvar zyy1 — ¢ = g(zx — ¢) s vhodnou konstantou c.

Akonahle také c nédjdete, dostanete geometrickii postupnost ¢isel xp — ¢, pre ktoru
okamzite vychadza 3, — ¢ = ¢*(xo — ¢), &ize x = c + ¢*(x0 — c). [Upravené rovnice
st a) 1 — 3 = 2(xzx — 3), b) Tp41 + % = 4(zy, + %), c) Tpq1 — 1 = —%(:Ek —1).
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Vseobecne st rovnice z,1 = gz +d a zp11 — ¢ = q(zy, — ¢) ekvivalentné prave vtedy,
ked plati d = ¢ — gc, t.]. vyhovujace ¢ ma tvar ¢ = d/(1 — q).]

D1. Ked k ¢islu zg pripocitame 2 a vysledok vydelime tromi, dostaneme ¢islo z1. Podobne
z Cisla 1 dostaneme cislo g, z ¢isla xo ¢islo x3 atd. Pre dané n uréte vsetky tie celé
éisla xo, pre ktoré su celé aj vSetky &isla z1,x2,...,zn. [Podla rekurentnej rovnice
Tht1 = %(fﬂk + 2) prepisanej metédou z tlohy N2 na tvar 511 —1 = %(:zzk — 1) maja

&isla xj, vSeobecné vyjadrenie x = 1 + (zo — 1)/3%. Vsetky &isla xo,z1,... ,2n (pri
danom n) st teda celé prave vtedy, ked je éislo g — 1 celym nasobkom kazdej z mocnin
39,3%,...,3", t.j. prave vtedy, ked xo = j - 3™ + 1 pre niektoré celé j.]

6. Pre dané prvocislo p urcte pocet (vsetkych) usporiadanych trojic (a,b, c) cisel z mno-
Ziny {1,2,3,...,2p?}, ktoré splriaji vztah
0.+ _ P41
a+b Cop2 42

pricom [x,y] oznacuje najmensi spolocény nasobok cisel x a y. (Tomas Jurik)

Y

Riesenie. V zadanej rovnici bude vyhodné prejst od najmensich spoloénych nasobkov
k najviésim spoloénym delitelom, a to pomocou znameho vztahu (z,y) - [z,y]| =z -y
(poz. tlohu N3). Ozna¢me preto u = (a,c), v = (b,c) a lavi stranu rovnice prepiSme
takto:

[a,c] + [b,c]  ac/u+bejv a b c
e
a+b a+b a+b
Zadana rovnica sa preto (po vynasobeni zlomkom (a+0b)/c) dé zapisat v ekvivalentnom
tvare

u (Y

a b_p2+1

e o= g (@t (1)

Porovnajme odhady velkosti vyrazov v (1). Kedze p? > 0, pre zlomok na pravej strane
(1) zrejme plati
1 241
2 p?+2

<1,

takze podla (1) musi byt

a+b a b
-+ - b. 2
5 <u+v<a+ (2)

.....

z nerovnosti © = 2 a v 2 2 by sme dostali
a b Lo + b'

u v 2
Asporni jedno z ¢isel u, v je teda rovné 1. Pravd nerovnost v (2) vSak vylucuje pripad
u = v = 1. Cislu 1 sa preto rovna prave jedno z &isel u, v. Vzhladom na symetriu
rozoberieme iba pripad u =1 a v = 2.
Kedze ¢islo v sme zaviedli vztahom v = (b,¢), je zlomok b/v rovny niektorému
prirodzenému ¢islu b;. Dosadime teraz hodnoty u = 1 a b = byv do (1) a vzniknutt
rovnicu vyrieSime vzhladom na premennu a:

2
p°+1
a+b = 2 (a4 byv),
(P +2)(a +b1) = (p° +1)(a+ brv),
a="by((p*+1v—p*—-2). (3)
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Keby platilo v = 3, dostali by sme z poslednej rovnosti odhad
az (P’ +v—p*—223p°+1)-p*—2=2p"+1,

a to je v spore s nerovnostou a < 2p? danou oborom, v ktorom podla zadania tilohy maju
hodnoty a, b, c lezat. Plati teda opa¢né nerovnost v < 3, ktoré spolu s predpokladom
v 2 2 vedie k zaveru, Ze nutne v = 2. Rovnica (3) tak prechadza na rovnicu

a=0b1(2(p* +1) —p* — 2) = p°by,

ktorti na zadanom obore hodnét a, mnozine {1,2,3, ... ,2p?}, lahko vyrieSime.

Mame a < 2p?, odkial b; < 2. Pritom z podmienok u = (a,¢) =1 av = (b,c) =2
vyplyva, Ze c je parne ¢islo s ¢islom a nestdelitelné. Z rovnosti a = p?b; tak vyplyva,
7e by = 1 a p je nepdrne prvocislo. Takze a = p?b; = p? a b =bv =1-2 = 2.
Pre ¢islo ¢ to znamena nasledujtce spresnenie: ¢ je pdrne cislo, ktoré nie je ndsobkom
daného prvocisla p.

Ktoré ¢ € {1,2,3,... ,2p?} takt podmienku spliajt a kolko ich je? Ako uz vieme,
pre p = 2 ziadne také c neexistuje. Pre neparne p zo vSetkych p? moznych parnych ¢isel
c=2,4,6,...,2p% vylaéime vietky nasobky &isla p, teda prave p ¢isel 2p, 4p, ... , 2p?;
vyhovujtcich hodnét je preto prave p? —p. Taky je teda pocet vietkych hladanych trojic
(a,b,¢) = (p?,2,¢) v rozoberanom pripade, ked v = 1 a v = 2. V druhom moZnom

pripade, ked naopak v = 1 a u = 2, existuje vzhladom na symetriu rovnaky pocet

p? — p vyhovujicich trojic, ktoré maja teraz vsetky tvar (2,p?, ¢). Popis vyhovujicich

trojic zahrnieme aj do odpovede, aj ked to zadanie tlohy nevyzaduje.

Odpoved. V pripade p = 2 ziadne vyhovujice trojice neexistuji, v pripade neparneho
prvocisla p ich je prave 2(p? — p) a vietky maju tvar

(a,b,c) = (p2,2,c) alebo (a,b,c) = (2,p2,c),

pricom c € {1,2,...,2p?} je lubovolné parne &islo, ktoré nie je nadsobkom p.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uréte, pre ktoré prirodzené &isla a, b, ¢ plati [a,c] + [b,c] = (a + b)c. [SG to prave
tie trojice, v ktorych je &islo ¢ nesadelitelné ako s ¢islom a, tak s éislom b. S¢itanim
zrejmych nerovnosti [a,c] £ ac a [b, ¢] £ bc dostaneme [a, c] + [b, c] £ (a + b)c, pritom
rovnost nastane prave vtedy, ked [a, ] = ac a [b, ¢] = be.]

N2. Uréte, kolko (usporiadanych) dVOJlC prlrodzenych &isel a, b spliia rovnicu

a) [a,70] + [b,70] = 210, b) 5 + ey = 35

[a) 64 dvojic, b) 16 dvojic. a): Stucet [a, 70] + [b, 70] dvoch nasobkov ¢isla 70 musi mat

tvar 70 + 140 alebo 140 + 70. Jedno z ¢éisel [a, 70], [b, 70] je teda 70, druhé je 140.

Rovnicu [z, 70] = 70 spltiaju prave tie x, ktoré st delitelmi ¢isla 70 = 2 -5 - 7 (je ich

8), rieSeniami rovnice [y, 70] = 140 st prave &isla y = 4d, pricom d je delitel éisla

35 =15-7 (st teda 4). Preto ma pdovodnd rovnica 2 - 8 - 4 = 64 rieSeni. b): Menovatele

oboch zlomkov z lavej strany rovnice st nasobky 30, ziadny sa vSak nemodze rovnat

¢islu 30, ako vyplyva z porovnania s pravou stranou rovnlce Musi teda platit [a, 30]

2 60 a [b,30] = 60, odkial m + [bi,,)o] S et = 30 Rovnost nastane préave
vtedy, ked [a, 30] = [b,30] = 60, ¢ize a = 4m a b = 4n, pricom m, n st delitele &isla
15 = 3 - 5. Tie su Styri, takze vSetkych dvojic a, b je 4% = 16.]

N3. Dokéazte, ze najvicsi spoloény delitel (z,y) a najmensi spoloény nasobok [z,y] Tubo-
volnych prirodzenych &isel = a y spliaji rovnost (z,y) - [z,y] = = - y. [Vyuzite rovnost
min{u, v} +max{u,v} = u+v pre exponenty u, v kazdého prvocisla v rozkladoch éisel
2 a y na suéin prvodcisel.]

12



D1.

D2.

D3.

Urcte, pre ktoré prirodzené éisla a, b plati [a, b] + (a,b) = a + b. [Vyhovuju prave tie
dvojice ¢&isel a, b, pre ktoré plati a | b alebo b | a. Oznaéme d = (a,b), potom a = ud,
b = vd, [a,b] = uvd a dany vztah mé tvar wvd + d = d(u + v), ¢ize wv + 1 = u + v, ¢o
mozno upravit na (v — 1)(v — 1) = 0. To plati prave vtedy, ked je asponi jedno z &isel
u, v rovné 1, teda prave vtedy, ked d = a alebo d = b. Inak povedané, jedno z éisel a,
b je delitelom druhého é&isla.]

Rozhodnite, ¢i sticet niektorych dvoch prirodzenych &isel je delitelom ich najmensieho
spoloéného nasobku. [Nie. Pripustme, Ze pre niektoré prirodzené a, b, k plati [a,b] =
= k(a+b). Ozna¢me d = (a,b), potom a = ud, b = vd a [a, b] = wvd, pri¢om (u,v) = 1.
Po dosadeni do rovnice dostaneme uvd = k(ud + vd), ¢ize uv = k(u + v). Z rovnosti
ku = v(u — k) vyplyva v | ku, teda v | k (lebo (u,v) = 1). Podobne sa odvodi vztah
ul|k.Zv|kau|k (opit vzhladom na (u,v) = 1) vyplyva uv | k, odkial uv < k, &o
protiredi rovnosti uv = k(u + v), podla ktorej uv 2 k(1 + 1) = 2k.]

V obore prirodzenych &isel rieste rovnicu 2 +y? = 13[z, y]. [Jedingmi dvoma rieseniami
st dvojice (12,18) a (18,12). Oznatme d = (z,y), potom z = ud, y = vd a [z,y] =
= wwd, pricom (u,v) = 1. Po dosadeni do rovnice dostaneme (u? + v?)d? = 13uwvd,
¢ize (u? +v?)d = 13uv. Odtial u | v2d a v | u?d, takze vzhladom na (u,v) = 1 mame
ul|dav]|d, teda aj uv | d. Preto d = kuv pre vhodné celé k. Dosadenim do rovnice
(u? + v?)d = 13uv dostaneme (u? + v?)kuv = 13uv, ¢ize (u? + v?)k = 13. Jedingym
delitelom éisla 13 tvaru u? + v? je samo ¢islo 13 = 22 + 32, takze {u,v} = {2,3}
a k=1, odkial d = kuv =6 a {z,y} = {ud,vd} = {12,18}]
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