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60. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania uloh vyberového ststredenia

(Sustredenie sa konalo 13. -19. 4. 2011.)

1. N&jdite vSetky koneéné mnoziny S bodov v rovine s nasledujicou vlastnostou: pre
kazdé tri body A, B, C' z mnoziny S existuje bod D z mnoziny S taky, Zze body A, B,
C, D st vrcholmi rovnobeznika.

2. a) Dokazte, ze mnozinu celych ¢isel vieme rozlozit na dve disjunktné podmnoziny A
a B tak, ze kazdy prvok z A sa da vyjadrit ako sucet dvoch réznych prvkov z B a kazdy
prvok z B sa déa vyjadrit ako stcet dvoch roznych prvkov z A.

b) Rozhodnite, ¢i je mozné rozlozit mnozinu celych ¢éisel na 2011 po dvoch disjunktnych
podmnozin Aj, As, ..., A2011 s nasledujicou vlastnostou: ak i,7 € {1,2,...,2011}
a i # j, tak kazdy prvok mnoziny A; vieme vyjadrit ako stucet dvoch roéznych prvkov
z mnoziny A;.

3. Dany je ostrouhly rovnoramenny trojuholnik ABC so zékladnou BC. Pre bod P
leziaci vnutri trojuholnika ABC' ozna¢ime postupne M a N priesec¢niky kruznice so
stredom A a polomerom |AP| so stranami AB a AC. Néjdite bod P, pre ktory je stcet
|MN|+ |BP|+ |CP| minimalny.

4. Dany je tetivovy stvoruholnik ABC'D. Polpriamky C'B a DA sa pretinaju v bode P,
polpriamky AB a DC sa pretinaju v bode Q. Stredy uhloprie¢ok AC' a BD oznac¢ime L
a M (v tomto poradi). Nakoniec K nech je ortocentrum trojuholnika M PQ. Dokazte,
ze body P, @), K, L lezia na kruznici.

5. Najdite najmensie prirodzené ¢islo n, pre ktoré existuje n-tica réznych prirodzenych
Cisel {s1, s2,...,s,} taka, ze
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6. Ozna¢me Q7 mnozinu vSetkych kladnych racionalnych ¢isel. Uréte vSetky funkcie
f:QT — Qt také, ze pre lubovolné x,y € QT plati

F((f(@)?-y) =a®- flzy).

7. Dany je konvexny pétuholnik ABCDE, pricom BC || AE, |AB| = |BC| + |AE|
a |[{ABC| = |£CDE]|. Nech M je stred tsecky CE a O je stred kruznice opisanej
trojuholniku BC'D. Dokézte, ze ak | DMO| = 90°, tak 2|{BDA| = |{CDE].

8. Najdite vSetky konecné rastuce aritmetické postupnosti prvocisel, v ktorych je pocet

.....



9. Dané je prirodzené ¢islo n = 2. Stvorec je rozdeleny na n x n $tvoréekov. Dva
protilahlé rohové Stvorceky st zafarbené na c¢ierno. Operdciou nazveme prefarbenie
vietkych Stvoréekov jedného riadku alebo jedného stlpca na ,opaént® farbu. Kolko
najmenej bielych Stvoréekov musime najprv zafarbif na ¢ierno, aby bolo potom mozné
tymito operaciami zaciernit cely Stvorec n x n?

10. Nech H a O st postupne ortocentrum a stred opisanej kruznice k trojuholnika
ABC'. Priamky AH a AO pretinaji kruznicu k postupne v bodoch M a N (roznych
od A). Oznacme P, ), R postupne prieseéniky priamok BC a HN, BC a OM, HQ
a OP. Dokéazte, ze AORH je rovnobeznik.

11. Dokéazte, Ze pre kladné redlne &isla a, b, c spliiajice 1/a + 1/b + 1/c = 1 plati

nerovnost
Va+be+Vb+ac+Ve+ab = Vabe +Va + Vb + Ve

12. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik a nech D, FE a F si postupne pity vysok
na strany BC, AC a AB. Nech P je priesec¢nik kruznice opisanej trojuholniku ABC
a priamky E'F. Priamky BP a DF sa pretinaju v bode Q. Dokazte, ze |AP| = |AQ)|.

13. V senéte je 51 sendtorov. Sendtorov potrebujeme rozdelif do n vyborov. Kazdy
senator neznasa prave troch inych senatorov. Ak senator A neznasa senatora B, nezna-
mena to nevyhnutne, Ze aj senator B neznasa senatora A. Najdite najmensie n, pre
ktoré je vzdy mozné rozdelit sendtorov do vyborov tak, ze vSetci sendtori v jednom
vybore sa navzajom znasaju.

14. N4jdite vSetky realne funkcie f také, ze pre vSetky redlne ¢isla x, y plati rovnost

f@ +ay+ f(y) = (@) +2f(y) +v.

15. Nech m a n st prirodzené &isla a nech d je ich najvicési spoloény delitel. Dalej nech
r=2"—-1lay=2"+1.

a) Ak m/d je neparne, dokazte, Ze najviacsi spolocny delitel x a y je 1.

b) Ak m/d je parne, najdite najvic¢si spolo¢ny delitel = a y.

16. Dany je konvexny péfuholnik ABCDE, v ktorom |DC| = |DE| a |{DCB| =
= |ADFEA| = 90°. Nech F je bod vo vnutri strany AB, pre ktory plati |[AF|: |BF| =
— |AE| : |BC|. Dokéite, ie |{FCE| = |{ADE| a |{FEC| = |{BDC.

17. Urcte najmensie prirodzené cislo n také, ze existuju celé ¢isla z1,xo,... ,z,, pre
ktoré plati
o+ ay 4.+ ad = 2002201

18. V skatuli st jednofarebné gule n réznych velkosti a n roznych farieb. Viete, ze ak
v Skatuli nie je gula farby F' a velkosti V', potom celkovy pocet gal v Skatuli, ktoré maju
velkost V alebo farbu F, je aspoii n. Dokazte, Ze v skatuli je asponi n?/2 gul. Moze byt
ich pocet presne n?/2?



