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2010/2011
60. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania uloh MEMO

(SutaZ sa konala 1. -7. 9. 2011.)
Sutaz jednotlivcov:

I-1. Na zadiatku je na tabuli napisané ¢islo 44. Celé ¢islo a na tabuli mozeme nahradit
Styrmi navzajom roznymi celymi ¢islami a1, as, az, a4 takymi, Ze ich aritmeticky priemer
(a1 +az + as + as) je rovny &islu a. V kazdom kroku naraz nahradime vsetky ¢isla na
tabuli vyssie opisanym sposobom. Po 30 krokoch bude na tabuli n = 430 celych éisel
b1, bs,...,b,. Dokazte, ze

b2+ b2+, .+ b3
10 +”g2011.

n

(Chorvatsko)

I-2. Dané je celé ¢islo n = 3. Janko a Marienka hraji nasledujicu hru: Najskor
Janko oznaci strany pravidelného n-uholnika ¢islami 1,2,...,n v Tubovolnom poradi,
pricom kazdé cislo pouzije prave raz. Potom Marienka rozdeli uvedeny n-uholnik na
trojuholniky pomocou n—3 uhlopriecok, ktoré sa vnutri n-uholnika nepretinaja. Vsetky
tieto uhlopriecky oznac¢ime ¢islom 1. Dovnutra kazdého trojuholnika napiseme sicin
¢isel na jeho stranach. Nech S je stcet tychto n — 2 stcinov. Urcte, aka bude hodnota S,
ak Marienka chce, aby bolo S ¢o najmensie, Janko chce, aby bolo S ¢o najvacsie a obaja
hraja najlepsie ako sa da. (Chorvatsko)

I-3. V rovine sa kruznice ki, ko so stredmi Iy, I pretinaja v dvoch bodoch A a B.
Predpokladajme, ze uhol I; Al; je tupy. Dotycnica ku k; vedend bodom A pretina
kruznicu kg znova v bode C' a doty¢nica ku ko vedend bodom A pretina kruZnicu kq
znova v bode D. Nech k3 je kruznica opisand trojuholniku BC'D. Ozna¢me E stred
obluka C'D kruznice ks obsahujiceho bod B. Priamky AC a AD pretinaja kruznicu ks
znova postupne v bodoch K a L. Dokéazte, ze priamky AFE a KL st na seba kolmé.

(Slovinsko)

I-4. Nech k a m st kladné celé ¢isla, pricom k > m a ¢islo km(k? — m?) je delitelné
¢islom k% — m3. Dokazte, ze (k —m)3 > 3km. (Polsko)

Sttaz druzstiev:
T-1. N4ajdite vSetky funkcie f: R — R také, ze rovnost

v f(@)+ 27 f(y) + ay = zyf(z +y) + 2° + 3

plati pre vsetky dvojice x,y € R, pricom R je mnozina vsetkych realnych cisel.
(Chorvatsko)



T-2. Nech a, b, ¢ st kladné realne ¢&isla spliajice rovnost

a+b+c_2
l4a 14b 1+4+c¢

Dokazte, ze
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(Chorvatsko)

T-3. Pre celé ¢islo n 2 3 ozna¢me M mnozinu {(z,y); z,y € Z,1 Sz <n,1 Sy <
< n} pozostavajucu z bodov roviny. (Symbol Z oznac¢uje mnozinu celych ¢isel.) Aky je
najvacsi mozny pocet prvkov podmnoziny S C M, ktord neobsahuje ziadne tri body
leziace vo vrcholoch pravouhlého trojuholnika? (Madarsko)

T-4. Nech n = 3 je prirodzené ¢islo. Stutaze podobnej MEMO sa zGcastnilo 3n tcastni-
kov, ktori dokopy hovoria n roznymi jazykmi. Kazdy ucastnik ovlada prave tri z tychto
jazykov. Dokazte, Ze vieme vybraf aspon [Zn] zo spominanych n jazykov tak, aby
ziadny tcastnik neovladal viac ako dva z nich. (Symbol [z] oznacuje najmensie celé
¢islo, ktoré nie je mensie ako z.) (Chorvatsko)

T-5. Konvexny pdtuholnik ABC DFE mé vsetky strany rovnako dlhé. Uhlopriecky AD
a EC sa pretinaju v bode S tak, ze |[{ASE| = 60°. Dokazte, ze péatuholnik ABCDE
ma niektoré dve strany rovnobezné. (Michal Szabados)

T-6. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Oznac¢me postupne By a Cy pity vysSok
z vrcholov B a C. Bod X lezi vnutri trojuholnika ABC' tak, Ze priamka BX sa
dotyka kruznice opisanej trojuholniku AX Cj a priamka C' X sa dotyka kruznice opisanej
trojuholniku AX By. Dokéazte, ze priamky AX a BC su na seba kolmé.

(Ceskéa republika)

T-7. Nech A a B st disjunktné neprazdne mnoziny také, ze AU B = {1,2,3,...,10}.
Dokazte, ze existuju prvky a € A a b € B také, ze ¢islo a® + ab® + b2 je delitelné 11.
(Polsko)

T-8. Kladné celé ¢islo n nazveme iasnym, ak existuja kladné celé &isla a, b, ¢ splhajice
rovnost

n = (b,c)(a,bc) + (¢,a) (b, ca) + (a,b)(c, ab).

Dokazte, ze existuje 2011 po sebe iducich kladnych celych ¢isel, ktoré su tzasné.
(Symbolom (m,n) oznacujeme najvi¢sieho spolo¢ného delitela kladnych celych ¢isel
mamn.) (Litva)



