
MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA 2022/2023
Zadania úloh domáceho kola kategórie A

1 V obore reálnych čı́sel riešte sústavu rovnı́c

2𝑥 + ⌊𝑦⌋ = 2022,
3𝑦 + ⌊2𝑥⌋ = 2023.

(⌊𝑎⌋ označuje (dolnú) celú časť reálneho čı́sla 𝑎, t. j. najväčšie celé čı́slo, ktoré nie je väčšie ako 𝑎. Napr. ⌊1,9⌋ = 1
a ⌊−1,1⌋ = −2.)

(Jaroslav Sƽvrček)
2 Daný je ostrouhlý trojuholnı́k 𝐴𝐵𝐶. Na polpriamkach opačných k 𝐵𝐴 a 𝐶𝐴 ležia postupne body 𝐷 a 𝐸 tak, že
|𝐵𝐷| = |𝐴𝐶| a |𝐶𝐸| = |𝐴𝐵|. Dokážte, že stred kružnice opı́sanej trojuholnı́ku 𝐴𝐷𝐸 ležı́ na kružnici opı́sanej
trojuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶.

(Patrik Bak)
3 Pre dané kladné celé čı́slo 𝑛 uvažujme obdlƵžnikový hracı́ plán 2𝑛 × 2 a na ňom 2𝑛 žetónov očı́slovaných 1, 2,

…, 2𝑛 a rozmiestnených ako na obrázku vľavo. V jednom ťahu je možné posunúť jeden žetón z jeho polı́čka na
polı́čko susediace stranou, pokiaľ je prázdne.1 Najmenej koľkými ťahmimožno z pôvodného rozostavenia zı́skať
rozostavenie na obrázku vpravo?
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(Josef Tkadlec)
4 Sú dané dve nepárne prirodzené čı́sla 𝑘 a 𝑛. Na tabuli je pre každé dve prirodzené čı́sla 𝑖, 𝑗 splƵňajúce 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘

a 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 napı́saný zlomok 𝑖
𝑗 . Určte také reálne čı́slo 𝑞, že ak všetky zlomky na tabuli zoradı́me podľa hodnoty

od najmenšieho po najväčšı́ (zlomky s rovnakou hodnotou v ľubovoľnom poradı́), uprostred tohto zoznamu
bude zlomok s hodnotou 𝑞.

(Martin Melicher)
5 Daný je ostrouhlý rôznostranný trojuholnı́k𝐴𝐵𝐶. Os vnútornéhouhla pri vrchole𝐴 a osi strán𝐴𝐵,𝐴𝐶 vymedzujú

trojuholnı́k. Dokážte, že priesečnı́k jeho výšok ležı́ na ťažnici z vrcholu 𝐴.
(Josef Tkadlec)

6 Uvažujme postupnosť (𝑎𝑛)∞𝑛=0 deϐinovanú nasledovne:
• 𝑎0 = 3.
• Ak 𝑛 je nezáporné celé čı́slo, tak 𝑎𝑛+1 = 𝑎0𝑎1𝑎2𝑎3⋯𝑎𝑛 − 1.
a) Dokážte, že existuje nekonečne veľa prvočı́sel deliacich aspoň jeden člen tejto postupnosti.
b) Dokážte, že existuje nekonečne veľa prvočı́sel nedeliacich žiadny člen tejto postupnosti.

(Martin Melicher)

Termı́n odovzdania riešenı́: 29. 11. 2022

1Hru si môžete vyskúšať na https://skmo.sk/72a3.


