MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

Zadania aloh domaceho kola kategorie B

1 Na tabulu napiSeme desat navzajom roznych kladnych celych ¢isel. V kazdom kroku najskér podcéiarkneme
kaZdé cislo, ktoré nie je sti¢tom Ziadnych dvoch réznych ¢isel napisanych na tabuli, a potom vSetky podc¢iarknuté
¢isla zotrieme.

a) Dokazte, Ze pre lubovolnych desat napisanych cisel zostane po kone¢nom pocte krokov tabula prazdna.
b) Urcte najvacsi pocet krokov, po ktorych vykonani eSte nemusi zostat tabula prazdna. Uved'te priklad desia-
tich Cisel, pre ktoré tento pocet dosiahneme.
(Patrik Bak)

2 Oznacme M pocet vSetkych moZnych vyplneni tabul'ky 3 X 3 navzajom réznymi prirodzenymi ¢islami od 1 do 9.
Dalej ozna¢me N pocet takychto vyplneni, kde st navyse stéty vietkych ¢isel v kazdom riadku aj stipci neparne
¢isla. Urcte hodnotu N : M.

(Jaromir Simsa)

3 Urcte vSetky dvojice (a, b) realnych cisel také, Ze kazda z rovnic

a(x? +ax +b)+b(x?> +bx+a) =0,
a(x*+bx+a)+b(x*>+ax+b)=0

je kvadraticka rovnica s dvojndsobnym korefiom.

(Jaroslav Svréek)
4 V konvexnom patuholniku ABCDE plati BC || ED, AE || CD, |*BAD| = |XEAD| a |*CBD| = |*ABD|. Dokazte,
Zze |CD| = |ED|.
(Patrik Bak)
5 a) Pre kazdé prvocislo p uved'te priklad kladnych celych &isel a, b, ¢ takych, Ze ab = c? aa + b — 2¢ = p.
b) DokaZte, Ze ak a, b, ¢ st kladné celé ¢&isla také, Ze ab = c?, tak a + b + 2c je zloZené &islo.
(Josef Tkadlec)

6 Dany je trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole B. Ozna¢me [ stred kruZnice jemu vpisanej, M stred pre-
pony AC a X priesecnik priamky IM s priamkou BC. Dokazte, Ze ak lezia body B, I, M, C na jednej kruznici, tak
trojuholnik ABX je rovnoramenny.

(David Hruska)

Termin odovzdania rieSeni: 16.1.2023




