
MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA 2022/2023
Zadania úloh domáceho kola kategórie B

1 Na tabuľu napı́šeme desať navzájom rôznych kladných celých čı́sel. V každom kroku najskôr podčiarkneme
každé čı́slo, ktoré nie je súčtom žiadnych dvoch rôznych čı́sel napı́saných na tabuli, a potom všetky podčiarknuté
čı́sla zotrieme.
a) Dokážte, že pre ľubovoľných desať napı́saných čı́sel zostane po konečnom počte krokov tabuľa prázdna.
b) Určte najväčšı́ počet krokov, po ktorých vykonanı́ ešte nemusı́ zostať tabuľa prázdna. Uveďte prı́klad desia‑

tich čı́sel, pre ktoré tento počet dosiahneme.
(Patrik Bak)

2 Označme𝑀 počet všetkých možných vyplnenı́ tabuľky 3×3 navzájom rôznymi prirodzenými čı́slami od 1 do 9.
Dƽ alej označme𝑁 počet takýchto vyplnenı́, kde sú navyše súčty všetkých čı́sel v každom riadku aj stlƵpci nepárne
čı́sla. Určte hodnotu 𝑁 ∶ 𝑀.

(Jaromı́r Sƽ imša)
3 Určte všetky dvojice (𝑎, 𝑏) reálnych čı́sel také, že každá z rovnı́c

𝑎(𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑏(𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑎) = 0,
𝑎(𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑎) + 𝑏(𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏) = 0

je kvadratická rovnica s dvojnásobným koreňom.
(Jaroslav Sƽvrček)

4 V konvexnom päťuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 platı́ 𝐵𝐶 ∥ 𝐸𝐷, 𝐴𝐸 ∥ 𝐶𝐷, |∢𝐵𝐴𝐷| = |∢𝐸𝐴𝐷| a |∢𝐶𝐵𝐷| = |∢𝐴𝐵𝐷|. Dokážte,
že |𝐶𝐷| = |𝐸𝐷|.

(Patrik Bak)
5 a) Pre každé prvočı́slo 𝑝 uveďte prı́klad kladných celých čı́sel 𝑎, 𝑏, 𝑐 takých, že 𝑎𝑏 = 𝑐2 a 𝑎 + 𝑏 − 2𝑐 = 𝑝.

b) Dokážte, že ak 𝑎, 𝑏, 𝑐 sú kladné celé čı́sla také, že 𝑎𝑏 = 𝑐2, tak 𝑎 + 𝑏 + 2𝑐 je zložené čı́slo.
(Josef Tkadlec)

6 Daný je trojuholnı́k 𝐴𝐵𝐶 s pravým uhlom pri vrchole 𝐵. Označme 𝐼 stred kružnice jemu vpı́sanej,𝑀 stred pre‑
pony 𝐴𝐶 a 𝑋 priesečnı́k priamky 𝐼𝑀 s priamkou 𝐵𝐶. Dokážte, že ak ležia body 𝐵, 𝐼,𝑀, 𝐶 na jednej kružnici, tak
trojuholnı́k 𝐴𝐵𝑋 je rovnoramenný.

(David Hruška)

Termı́n odovzdania riešenı́: 16. 1. 2023


