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MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH
61. rocnik, Skolsky rok 2011/2012

Domace kolo

Kategérie A, B, C — zadania dloh (madarska verzia)
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Mili ziaci strednych s$kol,

Slovenské komisia Matematickej olympiddy vas pozyva zicastnit sa 61. roénika Matematickej
olympiady — sutaze pre ziakov strednych $kol v nasej republike.

Kategdria A je urcena ziakom maturitnych a predmaturitnych ro¢nikov.

Kategéria B ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 2 roky.

Kategoéria C ziakom, ktorym zostavaji do maturity viac ako 3 roky.

Pre ziakov prvych, pripravnych ro¢nikov bilingvalnych gymnazii (s pafroénym stadiom) je
urcena kategoria Z9.

Organizacia sutaze v kategériach A, B, C:

V domacom kole na vas ¢akd 6 tloh, ktoré najdete v tomto letdku. Ich rieSenia (nie nutne
vSetkych tloh) odovzdajte svojmu uéitelovi matematiky do 28. novembra 2011 (kategéria A)
a do 16.januara 2012 (kategérie B a C). Ten ich opravi, ohodnoti podla stupnice 1 — vy-
borne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Potom ich s vami rozoberie, vysvetli vam pripadné nedostatky
a oboznami vas so spravnym rieSenim. Ak budd vase riesenia aspon styroch tlloh ohodnotené
ako vyborné alebo dobré, budete pozvani do Skolského kola. Tam budete v stanovenom case
samostatne riesit dalsie tri tlohy. Opravené riesenia $kolského aj domaceho kola tispesnych rie-
sitelov Skolského kola potom vas ucitel matematiky posle na prislusna krajska komisiu MO. Ta
na zaklade vysledkov pozve najlepsich ucastnikov skolského kola do krajského kola, v ktorom
buda v priebehu $tyroch hodin samostatne riesit Styri tlohy. V kategéridach B a C tym sutaz
konéi. O poradi v krajskych kolach rozhoduje stucet bodov ziskanych za jednotlivé tlohy. Napri-
klad ak prave 5 ziakov dosiahne viac bodov ako ziak X a prave traja ziaci (vratane X) dosiahnu
rovnako vela bodov ako X, tak ziakovi X patri v poradi 6.—8. miesto, pripadne skratene len
6. miesto. Analogick§m postupom urcujeme umiestnenie vietkych Ziakov. Ziadne iné kritéria
nie su pripustné.

V kategérii A budu este najlepsi rieSitelia krajského kola z celej republiky sutazit v ce-
lostatnom kole, kde buda dva dni (po 4,5 hodinach) riesit dve trojice tloh. Z uspesnych
riesitelov celostatneho kola sa (na vyberovom sustredeni) vybera druzstvo Slovenskej republiky
na Medzinarodnt matematickt olympiddu (ktora bude v juli 2012 v Argentine), na medziStatne
stretnutie s Ceskou republikou a Polskom (bude v jtni 2012 na Slovensku) a na Stredoeurépsku
matematicktl olympiadu (bude v septembri 2012 vo Svajéiarsku).
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Terminy 61.roc¢nika Matematickej olympiady:

skolské kolo krajské kolo celostatne kolo
Kategoria A 06.12.2011 17.01.2012 25.—-28.03.2012
Kategorie B, C 26.01.2012 17.04.2012 —

Matematicki olympiadu vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupraci s Jednotou slovenskych
matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou Matematickej olympiddy. Stutaz riadi Slovenskd
komisia MO a v krajoch ju riadia krajské komisie MO pri pobockach JSMF. Na jednotlivych
skolach ju zaistuju uditelia matematiky. Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky. Ce-
lostatne kolo MO, tla¢ materidlov MO a ich distribiciu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA v tesnej suc¢innosti so Slovenskou komisiou Matematickej olympiady.

RieSenia stfaZnych tloh vypracujte &itatelne na listy formatu A4. KaZzda tlohu
zaénite na novom liste a uvedte vlavo hore zahlavie podla vzoru:

Emil Kruh
I.C, Gymnazium L. Eulera
Okridhle nam. 5, 94001 Nové Zamky
Kraj Nitra
2011/2012
c-I-3
Posledny idaj je oznacenie tlohy podla tohto letdka. Zadania tloh nemusite opisovat. Ak sa
vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalSich listoch vlavo hore svoje meno a ozna-

Cenie ulohy a strany oc¢islujte. RieSenie piste ako vyklad, v ktorom sii uvedené vsetky
podstatné Gvahy tak, aby bolo moZné sledovat vas myslienkovy postup.

Vela radosti z tspesného riesenia tiloh vam vSetkym praje
Mgr. Peter Novotny, PhD.
predseda Slovenskej komisie MO

Informdcie o MO a archiv zadani a rieSent uloh ndjdete na internetovych strankach:
http://www.olympiady.sk http://skmo.sk http://matematika.okamzite.eu
http://fpedas.uniza.sk/“novotny/M0.htm http://www.imo-official.org

(KMS) organizovany zdruzenim Trojsten. Tato sufaz je velmi efektivnou formou

pripravy na MO a tiez zdokonalovania sa v matematickom mysleni ako takom.

K tomu prispievaju aj zéverecné stustredenia pre najlepsich riesitelov. Pre rieSitelov
MO kategorii B a C je v KMS urcena kategoria ALFA. Pre lepsich a sktisenejsich z kategérie B
a pre kategériu A je v KMS urcena kategéria BETA. A nakoniec pre tych, ¢o maji ambicie
uspief na celostatnom kole MO kategérie A, bola urcend kategéria GAMA, ktort od tohto
skolského roku nahradil novy korespondenc¢ny seminar :KS, ktory organizuje KMS v spolupraci
s Matematickym koresponden¢nym seminarom v Prahe. Viac informécii o KMS a o ¢KS najdete
v priloZenom samostatnom letdku, pripadne na http://kms.sk a http://kms.sk/iks.

Na dalsiu spolupracu sa teSia

B Radi by sme upozornili ucitelov a ziakov na KoreSpondenény matematicky seminar

Bce. Jozef Jakubik, Peter Csiba


http://www.olympiady.sk
http://skmo.sk
http://matematika.okamzite.eu
http://fpedas.uniza.sk/~novotny/MO.htm
http://www.imo-official.org
http://kms.sk
http://kms.sk/iks

MATEMATIKA OLIMPIA
61-ik évfolyam 2011/2012-es tanév Hazi fordulé
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A KATEGORIA
A-1-1
Jelolje n az Osszes olyan tizjegyl szam Osszegét, amelyek a 0, 1, ..., 9 szdmjegyek mindegyikét
tartalmazzak. Hatarozd meg, hogy az n szam milyen maradékot ad 77-tel osztval
(Pavel Novotny)

A-1-2

Egy talalkozon részt vett néhany személy. Barmely kettonek, akik nem ismerték egymast, a
résztvevok kozott pontosan két kozos ismerdse volt. Tovabba tudjuk, hogy az A és B résztvevok
ismerték egymast, de nem volt egyetlen kozos ismerosiik sem. Bizonyitsd be, hogy a résztvevok
kozott A-nak és B-nek egyforma szamu ismerése volt! Igazold azt is, hogy a talalkozon lehettek
pontosan hatan! (Vojtech Balint)

A-1-3
Egy egyenlo6 szart, de nem egyenl6 oldaltt haromszogben jelolje S a beirt kor kézéppontjat, T" a
sulypontot, és V' a magassagpontot.
a) Bizonyitsd be, hogy az S pont a TV szakasz bels§ pontja!
b) Hatarozd meg az adott haromszog oldalainak aranyat, ha az S a T'V szakasz felezpontjal
(Jaromir Simsa)
A-1-4
Legyenek p és ¢ kiilonb6z6 primszamok, m és n természetes szamok, és az
mp—1 ng—1
p i q
q p
Osszeg egész szam. Bizonyitsd be, hogy ekkor teljesiil az

m n

—+->1

q p
egyenl6tlenség! (Jaromir Simsa)
A-1-5
Adott két egybevagd ki és ky kor. Kozéppontjaik tavolsaga a sugaruk hosszaval egyenld. Jelolje
A és B ezen korok metszéspontjait. A ko koron vegyiik fel a C' pontot gy, hogy a BC' szakasz
messe a ki kort egy a B ponttdl kiilonb6z6 L pontban. Az AC' egyenes messe a k; kort egy,
az A ponttdl kiilonboz6 K pontban. Bizonyitsd be, hogy az az egyenes, amely tartalmazza a
K LC haromszog C' ponthoz tartozo sulyvonalat, atmegy egy olyan fixponton, amelynek helyzete
fiiggetlen a C' pont helyzetétol! (Tomas Jurik)

A-1-6
Keresd meg azt a legnagyobb k valds szamot, amelyre a
2(a? + kab + b?)
> Vab
k+2)@a+b) — "

egyenlotlenség minden a és b pozitiv valds szamra teljesiil! (Jan Mazak)
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B KATEGORIA

B-1-1
Keresd meg azt a legkisebb és legnagyobb, 11-gyel oszthaté tizjegyl szamot, amelyben egyetlen
szamjegy sem ismétlédik! (Jaroslav Zhouf)
B-1-2

Adott a P teriiletli, derékszogii ABC' haromszog, melynek derékszoge a C csucsnal fekszik.
Legyen F' a C' cstcsbol AB atfogéra huzott magassagvonal talppontja. Az A, illetve B pontbdl
az AB egyenesre huzott merolegeseken tekintsiik azokat a D, illetve E pontokat, amelyek az
ABC-vel ellentétes félsikban fekszenek, és amelyekre igaz az |AF| = |AD|, illetve |BF| =
|BE| egyenléség! Jelolje @ a DEF haromszog teriiletét. Bizonyitsd be, hogy teljesiil a P > @

egyenl6tlenség, és hatarozd meg, mikor all fenn egyenloség! (Jaroslav Svréek)
B-1-3
Keresd meg az 0sszes x, y valds szamokbdl allé szampart, amelyre teljesiil az

r-lyl =17,

y-lz] =8
egyenletrendszer! ( |a] az a szdm alsd egész részét jeloli, vagyis azt a legnagyobb egész szamot,
amely nem nagyobb, mint a.) (Pavel Novotny)
B-1-4

Adottak a P ponton athaladé a és ¢ metszoegyenesek, illetve a B pont, amely nem fekszik ezeken
az egyeneseken. Szerkeszd meg az ABC'D téglalapot (amely lehet akar négyzet is!) tigy, hogy az
A, C és D cstcsok rendre az a, ¢ és PB egyeneseken fekiidjenek! (Jaromir Simsa)

B-1-5
Egy bizonyos varosban jol kiépitett halézat miikodik a pletykak terjesztésére, amelyben minden
pletykas férfi pontosan harom pletykas novel cserél informaciot, és minden pletykas né pontosan
harom pletykas férfival cserél informéciét. A pletykdk méas médon nem terjednek.
a) Bizonyitsd be, hogy a varosban a pletykas férfiak és pletykas nék szdma megegyezik!
b) Tételezziik fel, hogy ez a pletykahdalézat osszefiiggd (azaz a pletyka tetszéleges pletykastol
el tud jutni barmely mésik pletykéashoz a fent emlitett médon). Bizonyitsatok be, hogy ha a
varosbol barmely pletykas elkoltozik, akkor a pletykahalézat tovabbra is 6sszefiiggé marad!

(Jan Mazak)

B-1-6

Anna és Boris kartyajatékot jatszik. Mindkett6jiiknek 6t-6t, 1-t6l 5-ig szamozott kartyaja van
(mindegyikb6l pontosan egy darab). Az 6t fordulé mindegyikében kitesznek egy-egy kartyat, és
akinek a kartyajan nagyobb szam szerepel az egy pontot kap. Azonos értékek esetén senkinek
nem jar pont. A kirakott kartyakat mar nem lehet jbdl felhasznalni. Az a gydztes, akinek a

végén tobb pontja van. Az Gsszes lehetséges jatékmenet hany szazalékaban lesz Anna a gyoztes?
(Tomaés Jurik)
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C KATEGORIA
C-1-1

Keresd meg az 6sszes olyan p(r) = az? + bz + ¢ polinomot, amelynek (z + 1)-el valé osztasi
maradéka 2 és (x + 2)-vel valé osztasi maradéka 1, valamint teljesiil a p(1) = 61 egyenléség!
(Jaromir Simsa)

C-1-2

Egy haromszog mindharom oldalanak hossza méterekben mérve egész szam. Hatarozd meg az
oldalak hosszat, ha a haromszog keriilete 72m és a beirt korének érintési pontja a haromszog
leghosszabb oldalat 3 : 4 aranyban osztja fel! (Pavel Leischner)

C-1-3

Keresd meg az 6sszes természetes szamokbol allé a, b, ¢ szamharmast, amelyekre teljesiil a
{(a,b), (a,c), (b,c), [a,b], [a, ], [b,c] } = {2,3,5,60, 90,180},

halmazegyenl6ség, ahol (z,y), illetve [z,y]| az = és y szamok legnagyobb kizos osztdjat, illetve
legkisebb kozos tobbszorosét jeloli! (Tomas Jurik)

C-1-4

Az a, b, ¢, d valds szamok kielégitik az ab + bc + cd + da = 16 egyenléséget.
a) Bizonyitsd be, hogy az a, b, ¢, d szamok kozott talalhatd kettd, melyek sszege legfeljebb 4.
b) Mennyi az a? + b* + ¢ + d? kifejezés lehet legkisebb értéke? (Jén Mazdk)

C-1-5

Adott egy egyenl6 szari haromszog, melynek alapja a, szarainak hossza pedig b. Fejezd ki a
koré irt korének R és a beirt korének r sugarat! Ezutan bizonyitsd be, hogy teljesiil az R > 2r
egyenl6tlenség és hatarozd meg, mikor all fenn egyenloség! (Leo Bocek)

C-1-6

Egy n X n-es, fehér négyzeteket tartalmazd jatéktablan Monika és Tamara felvaltva 1ép egy
babuval, és a kovetkezo jatékot jatsza: Eloszor Monika leteszi a babut egy tetszoleges mezore,
és ezt a mezot kékre festi. Ezutan mindig a soron kovetkezo jatékos a babuval tesz egy lépést
eddig még fehéren hagyott mezore, és ezt kékre festi. Lépés alatt a klasszikus sakkbdl ismert
huszarugrast értjiik, tehat azt a mozgast, amikor a babu két mezovel vizszintes, vagy fiiggoleges
irdnyba, majd egy mez6vel erre merdlegesen 1ép. Az a jatékos aki nem tud a szabalyok szerint
1épni, veszit. Az n = 4,5,6 értékekre dontsd el, hogy melyik jatékos tud tgy jatszani, hogy az
ellenfele 1épéseitol fiiggetleniil biztosan nyerjen! (Pavel Calabek)
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Korespondenc¢ny matematicky seminar
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili Studenti, ucitelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostavate do ruk tvodny letdk zimnej ¢asti 33. roénika Korespondenéného Matematického Semindra (KMS). Této
stutaz organizovand ob¢ianskym zdruzenim Trojsten na péde Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskoldkov jedineénou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zrucnosti a skisenosti ziskané pri rieseni tohto seminéra, pripadne pri
casti na zdvereénom sustredeni, si velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiddy (MO). Mladsim
a zaCinajucim Studentom je uréend kategoria ALFA, pre starsich a skuisenejsich je kategoria BETA. Kazdy moze,
samozrejme v ramci svojich moznosti, riesit aj viac kategérii. Podrobnejsie informécie o jednotlivych kategéridch
najdete v pravidlach. Pre tych, ¢o maju vyssie ambicie a chceli by uspiet na celostatnom kole MO-A je urceny
novy semindr {KS (Medzindrodny korespondenény semindr), ktory organizuji vediici KMS v spolupréci s ceskymi
kolegami z Matematického korespondenc¢niho seminare. Tento semindr mé velmi Specificky ciel, ktorym je priprava
studentov na CK MO-A a aj na Medzinarodnii matematickl olympiddu. Informécie o tomto novom semindri si
priloZzené v samostatnom letaku. Ak méte akékolvek otdzky alebo pripomienky, smelo nds kontaktujte e-mailom
na adrese kms@kms . sk, pripadne ich poslite pisomne na adresu uvedenti pod zadaniami.

Vela tspechov a radosti z rieSenia vam zelaja
vasi organizdtori

Pravidla KMS

Spoloc¢né pre kategérie ALFA a BETA

Sutaz sa sklada z dvoch nezavislych casti — zimnej a letnej. Kazda z nich prebieha v ramci skolského polroka. Na
konci kazdej ¢asti buda najuspesnejsi riesitelia pozvani na zaverec¢né sustredenie. Kazdé cast pozostava z troch sérii
tiloh. Zadania prvych dvoch sérif mate pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktorf ndm posla prihlasku. Ulohy
budd obodované poc¢tom bodov od 0 po 9. Body sa pritom udeluji aj za ¢iastkové ¢i netplné riesenia. Za kazdua
sériu sa riesitelovi do poradia zapocita 5 dloh s najvacsim bodovym ziskom.

Kategéria ALFA

Kategoriu ALFA mozu riesit len Studenti strednych $kol, ktori sa nezucastnili celostdtneho kola matematickej
olympiddy a ktorych koeficient k, je najviac 3.

Tento koeficient si mozes vypocitat ako k, = r + u, kde ¢islo r je tvoj rocnik a ¢islo u je pocet tvojich tspesnych
semestrov (polrokov) pred zafiatkom tohoto semestra. Semester povazuj za tUspesny, ak sa ti podas neho podarilo
ziskat pozvanku na ststredenie KMS, alebo si sa ho zicastnil ako ndhradnik.

Ulohu ¢&islo 1 mézu sitazne rieit len studenti s ko < 1 a tlohu ¢islo 2 len Studenti s k, < 2. Ostatné dlohy (3 —7)
mozu riesit vSetci riesitelia kategérie ALFA.

V tejto kategoérii sa bude zostavovat péaf regionalnych vysledkovych listin a to pre regiony vychodné Slovensko,
stredné Slovensko, zdpadné Slovensko, Bratislava a zahranicie. Na zaverecné sustredenie bude zvycajne pozvanych 5
najuspesnejsich riesitelov z kazdého regiénu Slovenska, dalsich aspon 5 podla celkového bodového zisku a najispes-
nejsi riesitelia Matematickej olympiady. Dalsi riesitelia v poradi budi na ststredenie pozvani ako ndhradnici. Vitazi
slovenskych regiénov budi odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami. Ziaci zakladnych §kél nebudd na ststredenie
pozvani.
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Kategéria BETA

Kategériu BETA mozu riesit vsSetci (aj zahraniéni) Studenti strednych s$kol. Riesitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posla aspon jednu z tloh 8, 9, 10 alebo 11.

Svoj koeficient kg si vyratas nasledovne: kg = o+ ug, kde Cislo o je stcet poctu tvojich tucasti na celoStatnom
kole matematickej olympiddy a po¢tu tvojich umiestneni medzi uspesnymi riesitelmi tohoto kola. Cislo ug je pocet
tvojich tspesnych semestrov (polrokov) v kategérii BETA, teda tych, za ktoré si bol pozvany na ststredenie KMS
kategorie BETA, alebo si sa ho zicastnil ako ndhradnik.

Ulohu ¢islo 5 mozu stitazne riesit len studenti s kg = 0 a tilohu ¢slo 6 len Studenti s kg < 2. Ostatné tlohy (7 —11)
moézu riesit vsetei riesitelia.

V tejto kategorii sa bude zostavovat jedna spolo¢nd vysledkova listina. Na zavereéné stustredenie bude pozvanych
aspoti 30 najuspesnejsich riesitelov (z toho najviac 10 zahraniénych), dalsi v poradi budd pozvani ako ndhradnici.
Prvi piati budi odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami.

Spoloc¢né pre obe kategorie

e Priklady ries samostatne. RieSenie kazdej tlohy riadne zd6vodni. V pripade, ze v Casti ¢i celom rieseni
pouzivas odbornt literatiru, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Samozrejme, aj
v tomto pripade zasli kompletné riesenie. Za riesenie vyuzivajice vypoctovi techniku spravidla nedostanes
vela bodov.

¢ Riesenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia z tizemia mimo Slovenskej republiky, treba to
stihntit do uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujica je peciatka
na obdlke) sposobuju zna¢né organizacéné problémy, vyhradzujeme si preto pravo udelit nula bodov za vsetky
rieSenia odoslané po termine.

e Za rieSenie odoslané po termine sa povazuje aj akékolvek riesenie odovzdané organizatorom osobne.

e Riesenie kazdého prikladu piS na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu! Vitané si aj rieSenia v angli¢tine a CeStine a rieSenia pisané v TEXu. Z organizacnych
dévodov nebudid opravované riesenia pisané v inych jazykoch.

e Opravené, obodované a okomentované riesenia spolu so vzorovymi rieSeniami a pripadnou dalsou korespon-
denciou Ti mé6zu byt zasielané domov, do skoly alebo na int adresu. Svoju volbu vyznac v navratke. V pripade,
ak chces korespondenciu posielat inde ako do skoly, je potrebné zaslat ndm s névratkou aj tri obélky (najlepsie
formétu A5) s vypisanou adresou (zndmky nie st potrebné).

e Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

o Pokial mas dojem, zZe tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomnu staznost. Nezabudni
k nej prilozit aj original sporného riesenia.

e Ak ti nie je v zadaniach c¢okolvek jasné, alebo m&s akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nés.

Idedlny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms . sk, pripadne listu na znadmu adresu KMS, OATC KAGDM
FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava.

Elektronické posielanie rieseni

Presny navod na ich odovzdavanie najdes po prihlaseni na stranke kms.sk/eriesenia. Pre elektronické posielanie
rieSeni platia nasledovné pravidla.

e Termin na odovzdanie je vzdy v den terminu odoslania série o 17:00. Po tomto case uz elektronické posielanie
nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahrani¢nych riesitelov.

e Akceptované si iba riesenia vo formate pdf. Pri ich tvorbe je idedlne pouzit TEX, pripadne export do formétu
pdf z inych aplikacii.

o Na stranke kms.sk/eriesenia je mozné (po prihldseni) vyplnit elektronickda prihlasku. Nebudes ju tak
musiet zasielat pisomne. Je vSak potrebné (v pripade posielania korespondencie inde ako do skoly) zaslat ndm
obélky ako doteraz. Opravené priklady sa Ti totiz budu spat posielat klasickym sposobom.
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Néboj KMS
Aj v tomto skolskom roku sa moézete tesit na tradicni matematicki sitaz — Naboj KMS, ktory je naplanovany na
piatok 23. marca 2012. Podrobnejsie informéacie nijdete onedlho na stranke kms.sk/naboj a budu tiez zaslané na
vasu skolu.

Prednasky
Riesitelom z celého Slovenska odporicame navstivit Klub Trojstenu, ktory sa uskuto¢ni v Bratislave dna 24. marca
2012 (po Naboji KMS). Blizsie informdcie najdete v pozvanke, ktortt ¢oskoro zaSleme vam alebo na vasu skolu,
a tiez na internetovej stranke www.fks.sk/klub.

Riesitelom z okolia Ziliny odportcame navstivit Matematicky klub (MaK). Dalsie informéacie mozete najst na
stranke www.sezam. sk.

Prihlaska do zimnej ¢asti KMS 2011/2012 — poslat spolu s 1. sériou alebo vyplnit na kms.sk/eriesenia!l

Meno a priezvisko: ......... ... Déatum narodenia: ......... ... ...
) 3G T
TTIEAA . oo
Pocet tcasti na celostatnom kole MO: ........................ ,zktorych bolo .................. .. ... uspesnych

Adresa dOmOV: ...
Adresa pre postu (domov — interndt — SKola): .. .. ...
Tel. domov: ............. ... mobil (vlastny): ... email: ...

Pozor! Podmienkou posielania korespondencie domov je zaslanie 3 obalok A5 s adresami!
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Zadania 1. série zimnej casti KMS 2011/2012
Kategéria ALFA

Uloha ¢. 1:

Ninja korytnacky Michelangelo, Donatello, Leonardo a Raphaelo si dali turnaj v jedeni pizze. Sucet umiestneni
Michelangela, Donatella a Leonarda bol 6. Stic¢et umiestneni Raphaela a Donatella bol tiez 6. Aké bolo poradie
ninja korytnaciek, ak sa Donatello umiestnil lepsie ako Michelangelo a ziadni dvaja sa neumiestnili na rovnakom
mieste?

Uloha &. 2:

Néjdite najmensie prirodzené ¢islo, ktorého ciferny sucet je delitelny 17 a aj ciferny stcet ¢isla o jeden vacsieho je
delitelny 17.

Uloha ¢&. 3:

Na jednom z policok Ssachovnice 8 x 8 je kral. Marek a Palo nim striedavo hybu podla standardnych pravidiel.
Nemo6zu ho ale posunit na policko, odkial bol prave posunuty. Vyhra ten, kto posunie krala na policko, kde uz
niekedy predtym bol. Prvy je na tahu Marek. Pre koho existuje vitazna stratégial a v om spoéiva? Stratégiu
popiste pre Tubovoln vychodziu polohu krala.

Uloha &.4:
Nech n = AB je dvojciferné prirodzené ¢islo. Prirodzené ¢islo s je strijckom cisla n, ak

e Cislica na mieste jednotiek v ¢isle s je B,
 ostatné éislice v s st nenulové a ich sucet je A.
(Napriklad 31 m4 stryc¢kov 31, 121, 211 a 1111.) Néjdite vSetky n, ktoré delia vSetkych svojich stryckov.

Uloha ¢. 5:

Obdlznik nazyvame stvorcekovy, ak sa da rozrezat na dva alebo viac Stvorcov s celoéiselnymi dizkami stran tak,
7e najmensi z nich je unikdtny (t.j. je tam taky len jeden). Ndjdite rozmery Stvorcekového obdlZnika s najmensim
moznym obsahom.

Uloha ¢. 6:

Nech p, 1, u, s st také prirodzené cisla, ze ich najmensi spoloény nasobok je p + 1 + u + s. Dokéazte, ze p-1-u - s je
delitelné 3 alebo 5.

Uloha &.7:
Nech z,y st kladné redlne ¢isla také, ze (1 + z)(1 + y) = 2. Dokéazte, Ze plati

1
Ty + — > 6.
Yy

Kategéria BETA
Ulohy cislo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategorii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Pre kladné celé cisla a, b, ¢, d plati ab = cd. Dokéazte, ze ¢islo a + b+ ¢+ d je zlozené.
Uloha ¢&. 9:

kruhu tak, aby bola kazda dvojica susediacich delitelov sudeliteln4.

Uloha ¢. 10:

Petrzlena uz prestalo bavit hrat obycajné piskvorky s CéDeckom. Preto si vymyslel intt hru, podobnt piskvorkam.
Hra sa na nekonecnom sStvorcekovom papieri. Petrzlen zacina a oznaci nejaké neoznacené policko krizikom, potom
CéDecko oznaci nejaké neoznacené policko kruzkom a takto sa dalej striedaji. Vyhrava hrac, ktorého znak vyplni
Stvorec 2 x 2. Dokéze Petrzlen vo svojej hre vzdy vyhrat?

Uloha ¢.11:
Edo ma doma 8 krabic a v kazdej z nich je préve 6 bezfarebnych gulocok. Kazda gul6cku sa Edo rozhodol zafarbit
jednou z n roznych farieb tak, aby platilo:

1Vitaznou stratégiou myslime spésob, ako mé hraé¢ hrat, aby vyhral bez ohladu na to, ako hré protihraé.
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e Lubovolné dve gulocky v rovnakej krabici maju rézne farby.
e Lubovolné dve farby sa stcasne vyskytuji v maximélne jednej krabici.

Zistite, pre aké najmensie n dokaze Edo gulocky takto zafarbif.

Odportucand literatira

Nielen zacinajicim riesitelom odportacame prestudovat si nasledujiice knihy o rieseni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenérikova, Z.: Metédy riesenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy riesenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalSej odportcanej literatiry (aj pre pokroéilych riesitelov), ¢i informécie o jej zapozicani z nasej kniznice
nijdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Férum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Najdete ho na adrese kms . sk/forum
a mozete na nom hned po termine danej série zacat diskutovat o vasom najoblibenejSom alebo najmenej oblibenom
priklade, pripadne zverejnit svoje rieSenie pre ostatnych riesitelov.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania riesen{ je 10. oktéber 2011 (pre zahranicie 7. oktéber 2011).

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieseny s finané¢nou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.
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Zadania 2. série zimnej casti KMS 2011/2012
Kategéria ALFA

Uloha &. 1:

a) Slony nasli 3 kruhy k, [ a m. Ulozili ich do roviny tak, aby sa kazdé dva navzajom zvonku dotykali. Zistili,
ze stredy kruhov tvoria vrcholy rovnostranného trojuholnika. Musia mat k, [ a m rovnaky polomer?

b) Slony tentokrat nasli 4 kruhy a, b, ¢ a d. Ulozili ich do roviny tak, aby sa kazdy kruh zvonku dotykal aspor
dvoch dalsich kruhov. Zistili, Ze stredy kruhov tvoria vrcholy $tvorca. Musia mat a, b, ¢ a d rovnaky polomer?

Uloha &.2:
Zebry rady kreslia ¢o najviac roznych rovnostrannych trojuholnikov. Aby to vSak nemali také Tahké, tak aspon dva
vrcholy trojuholnika st zaroven vrcholmi dopredu nakresleného

a) Stvorca,
b) pravidelného Sestuholnika;
¢) pravidelného dvandstuholnika.

Kolko najviac réznych rovnostrannych trojuholnikov vedia v jednotlivych situdciach zebry nakreslit? Dva trojuhol-
niky povazujeme za rovnaké, ak maju vSetky tri vrcholy zhodné. Inak si tieto trojuholniky rézne.

Uloha ¢. 3:

Opica Tomas casto hra nasledovni hru: najde si rovnd palicku, nakresli stvorec ABCD, ktorého strana je dlhsia
ako palicka a snazi sa vlozif palicku do stvorca. Musi vsak dodrzat tieto pravidla: palicka zacina v bode leziacom
na strane AB (nazveme ho bod E) a konéi v bode leziacom na strane BC' (nazveme ho bod F'). Zarovenl mé byt
obsah trojuholnika EBF' ¢o najviacsi. Poradte Tomésovi, ako mé umiestnit palic¢ku!

Uloha ¢&. 4:
Krokodil Jonatdn nasiel v rieke rovnostranny trojuholnik ABC'. Hned nasiel bod P, pre ktory platilo | APB| =
| BPC|. Najdite vsetky body s takouto vlastnostou. Nezabudnite ukazat, Ze iné body tuto vlastnost nemaju.

Uloha ¢&. 5:
Stado ziraf si lame hlavu nad touto tlohou: je mozné rozdelit kruh tromi priamkami na 7 ¢asti s rovnakym obsahom?

Uloha ¢. 6:

Nech ABC je pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole A, pre ktory plati |AB| < |AC|. Nech M je stred
strany BC, p je kolmica na stranu BC prechadzajica bodom M a D je priese¢nik priamky p a tsecky AC. Dalej
nech ¢ je kolmica na BD prechddzajica bodom B, r je rovnobezka s AC prechddzajica bodom M a E je priese¢nik
q a r. Dokazte, ze trojuholniky AEM a MCA si podobné prave vtedy, ked |[<ABC/| = 60°.

Uloha &.7:
Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. Oznac¢me D prieseénik osi uhla BAC a tsecky BC a E pétu vysky z bodu B
na stranu AC. Dokazte, ze plati |[JCED]| > 45°.

Kategéria BETA
Ulohy cislo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategorii ALFA.

Uloha &.8:
Stvoruholnik ABC'D je tetivovy. Oznaéme postupne rq, 7, I'e a 7q polomery kruznic vpisanych trojuholnikom BC'D,
ACD, ABD a ABC'. Dokéazte, Ze plati ro + 7. =1y + 7g.

Uloha ¢&.9:

Nech D je Tubovolny bod vnitri strany AB trojuholnika ABC. Bod E vnitri trojuholnika ABC' je priesecnikom
tsecky C'D so spolo¢nou dotyénicou kruznic vpisanych trojuholnikom AC'D a BC D. Dokéazte, ze ak budeme hybat
bodom D vnutri usecky AB, tak bod E bude opisovat oblik kruznice.

Uloha ¢&. 10:

Trojuholnik ABC' nemé pravy uhol. Nech D je lubovolny bod vnitri strany BC'. Ozna¢me postupne E a F' péaty
vysok z bodu D na priamky AB a AC'. Nech P je priesecnik priamok BF' a C'E. Dokazte, ze priamka AP je vyskou
trojuholnika ABC prave vtedy, ked AD je osou uhla C AB.
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Uloha ¢.11:

Nech ABC' je trojuholnik s opisanou kruznicou k. Kruznica m lezi vnuatri uhla CAB, dotyka sa strdan AB, AC' v
bodoch M7, N7 a dotyka sa vnttra kruznice k v bode P;. Body Ms, Ny, P» a M3, N3, Ps st definované podobne
pre uhly ABC a BCA. Ukazte, ze usecky Mj N1, MyNy a M3sN3 sa pretinaji v jednom bode, ktory je zaroven ich
spolo¢nym stredom.

Odportcand literatira

Nielen zacinajucim riesitelom odportacame prestudovat si nasledujice knihy o rieseni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenérikova, Z.: Metédy riesenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy riesenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalSej odporicanej literatiry (aj pre pokrocilych riesitelov), ¢ informacie o jej zapozi¢ani z nasej kniznice
nijdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Speciélne k tejto sérii vim odporti¢ame preéitat si aj text o pocitani uhlov, ktory nijdete na adrese
http://kms.sk/~mazo/matematika/pocitanieUhlov.pdf.

Foérum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. N4jdete ho na adrese kms . sk/forum
a mdzete na nom hned po termine danej série zacat diskutovat o vasom najoblibenejSom alebo najmenej obliibenom
priklade, pripadne zverejnit svoje rieSenie pre ostatnych riesitelov.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 7. november 2011 (pre zahranicie 4. november 2011).

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms . sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieseny s finanénou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.



Mezinarodni Medzinarodny

korespondencni ’LK S korespondencny

seminar seminar

1. roénik
2011 /2012

web: www.kms.sk/iks e-mail: iks@kms.sk

Y - .
Mily priteli!

Vitej mezi nami! :KS je novy korespondencni seminaf, na jehoz provozu spolupracuji organizatori
Matematického korespondenéniho seminaie KAM MFF UK (mks.mff.cuni.cz) a KoreSponden¢-
je tedy urcen zejména pro pokrocilé resitele. Budeme nicméné radi za kazdé doslé fesSeni Ci jen
jeho naznak. Jedina vyfesend tloha jiz mlze znamenat slusné umisténi!

Béhem roku bude celkem Sest sérii, které budou stiidavé zadavat a opravovat organizatori
MKS (liché série) a KMS (sudé série) — doruéovaci adresa se tedy stfid4; bude vzdy uvedena
u zadéani série. Sva feSeni muzes psat Cesky, slovensky, ale i anglicky.

Kazda série sestava ze ¢tyt uloh, které budou pokryvat ¢tyfi zakladni typy problému na
matematickych olympiddach: algebra (A), kombinatorika (C), geometrie (G) a teorie &isel
(N). Za kazdou tlohu lze standardné ziskat 0 — 7 bodd (bodujeme pouze celymi &isly), ve
vyjimeénych piipadech (velmi originédlni Feseni, zajimavé zobecnéni ulohy. .. ) miZe opravovatel
udélit az 9 bodu.

Ostatni pravidla ¢KS jsou prakticky totoznd s pravidly ostatnich korespondenc¢nich seminai,
viz napf. kms.sk/pravidla. Zdiraznime zde jen nejpodstatnéjsi véci: kazdou tlohu sepisuj na
zvlastni papir A4, v zahlavi uved své jméno a ¢islo tlohy. O tom, zda jsi své feSeni poslal
vcas, rozhoduje razitko na obalce.

Kone¢né, pro¢ vlastné iKS fesit? Predevsim jde o velmi dobrou pfipravu na Matematickou
olympiddu i mezindrodni matematické soutéze. Nejlepsi fesitelé dale ziskaji hodnotné mate-
matické knihy dle vlastniho vybéru, absolutni vitéz navic tricko s prestiznim népisem
»Vyhral som iKS“! Vice naleznete na www.kms.sk/iks.



Mezinarodni korespondenéni seminar :KS 1. série

Zadani 1. série

Termin odeslani: 10. fijna 2011

Adresa pro odeslani: Koresponden¢ni seminar iKS
KAM MFF UK
Malostranské namésti 25

11800 Praha 1
Ceska republika

Uloha Al. Najdéte nejmensi kladné realné c¢islo ¢ s nasledujici vlastnosti: kdykoliv realna ¢isla
a, b, c,dspliiujia+b+c+d=6aa?+b>+c?+d? = 10, lIze z téchto &isel vybrat dvé, jejichz
rozdil je v absolutni hodnoté nejvyse t.

Uloha C1. Mizdz neuspofadané n-tice celych &isel! rozumime neuspoiadanou (g)—tici souctl
vSech dvojic prvka pivodni n-tice. Ukazte, Ze pokud maji dvé rizné n-tice stejnou mixaz, pak n
je mocnina dvojky. Pro kazdou mocninu dvojky také naleznéte piiklad odpovidajicich rtznych
n-tic.

Uloha G1. Je dén t&tivovy étyFuhelnik ABCD. Sestrojme stiedy vSech kruznic pfipsanych troj-
thelnikim ABC, BCD, CDA, DAB (tedy celkem 12 bod®). Dokazte, ze vSechny tyto body
lezi na obvodu jednoho obdélnika nebo ¢tverce.

Uloha N1. Rekneme, 7e ptirozené &islo je prvoliché, pokud je soud¢inem lichého poétu (ne nutné
riznych) prvoéisel. O ¢islu, které neni prvoliché, fekneme, Ze je prvosudé. Dokazte, Ze existuje
nekonecné mnoho prirozenych cisel n takovych, ze ¢isla n a n 4+ 1 jsou obé

(a) prvosuda,

(b) prvolicha.

1V n-tici se na rozdil od mnoziny mohou &sla opakovat.

Navratka s kontaktnimi udaji

Posli prosim vypInéné spolu s prvni sérii!

Jméno:* Prijmeni:*
Zpatecni adresa:*

Skola:*

E-mail:

*Nezbytny udaj



