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61. ro¢nik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia tiloh domaceho kola kategorie A

1. Oznacme n sucet vsetkych desatcifernych cisel, ktoré maji vo svojom dekadickom
zapise kaZdu z cifier 0, 1, ..., 9. Zistite zvysok po deleni cisla n sedemdesiatimi
siedmimi. (Pavel Novotny)

Riesenie. Najskor vypocitame hodnotu d¢isla n, potom uz jeho zvysok po deleni
¢islom 77 uré¢ime jednoducho. V zadani opisané desatciferné c¢isla nebudeme scitovat
priamo. Hladany suicet lahsie ndjdeme tak, Ze zistime, kolkokrét sa ktora cifra nachadza
vo vSetkych ¢islach na mieste jednotiek, desiatok, stoviek, atd. Nasledne ur¢ime, aky je
,prispevok* kazdej cifry do celkového stctu n.

Ak je cifra 1 na mieste jednotiek, potom na zvy$nych devit pozicii mézeme zvys-
nych deviit cifier rozmiestnit Tubovolne, akurat na prva poziciu nesmieme dat cifru 0. Na
prvi poziciu teda moézeme umiestnit niektort z 6smich roéznych cifier (kazda okrem 0),
nasledne na druht poziciu niektora z 6smich réznych cifier (kazda okrem tej, ktort sme
dali na prvé miesto), na tretiu poziciu niektora zo siedmich réznych cifier (kazda okrem
cifier na prvych dvoch poziciadch), atd. Cifra 1 sa preto na mieste jednotiek nachédza
8-8-7-6-5-4-3-2-1=8-8!-krat.!

Rovnakou tivahou zistime, ze cifra 1 sa nachadza 8 - 8!-krat aj na mieste desiatok,
stoviek, tisisok, atd. Len na prvej pozicii sa nachadza az 9!-krat, pretoze vtedy na
zvys$nych devit pozicii mozeme zvysnych devit cifier rozmiestnit Tubovolne — neméame
obmedzenie pre cifru 0.

Takze prispevok cifry 1 do celkového suctu je

8.8/ +8-8-10+8-8/-100+---+8-8-108+9!-10° =
—8.81.111111111 +9-8!-10° = 8! - 9 888 888 888.

Cifra 2 sa zrejme nachadza vo vSetkych ¢islach na jednotlivych pozicidch rovnako
velakrat ako cifra 1, takze jej prispevok do celkového stcétu je dvojnasobny. Prispevok
cifry 3 je trojnasobny, prispevok cifry 4 je Stvornasobny, atd. Pocéet vyskytov cifry 0 na
jednotlivych pozicidch je sice iny ako pri ostatnych cifrach, ale nemusime ho urcovat,
kedZe prispevok cifry 0 do stuc¢tu je nulovy. Spolu teda mame

n =38! 9888888888 (1+2+---+9)=45-8!-9838888888. (1)

Hladany zvySok by sme uz teraz mohli uréit vyé¢islenim hodnoty n a néslednym
delenim ¢&islom 77. My sa vSak vyhneme zdlhavému nasobeniu a deleniu velkjch ¢isel.
Z vyjadrenia (1) vidime, Ze n je delitelné siedmimi (pretoZe ¢initel 8! je nasobok
siedmich). Kedze 77 = 7 - 11, zvySok n po deleni sedemdesiatimi siedmimi musi byt
nasobkom siedmich.

ESte uréime zvysok ¢isla n po deleni jedenastimi. Trividlne plati 45 =1 (mod 11)
a lahko vypodéitame, ze 8! = 40320 = 5 (mod 11). Urcenie zvysku ¢isla 9 888 888 888
mozeme urychlit znAmym tvrdenim: Cislo s dekadickym zapisom Grar—_1...a1ao dava

1 K rovnakému vysledku by sme dospeli aj inou tivahou: Ak by sme cifru 0 pripustili aj na prvej
pozicii, v8etkych ¢isel konciacich cifrou 1 by bolo 9!. Nevyhovujtcich ¢isel s nulou na prvej pozicii
je 8!. Vyhovujtcich ¢isel je teda 9! — 8! =9 -8 — 8! =8 8!.
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po deleni jedenastimi rovnaky zvySok ako ¢islo ag — a1 + as — -+ + (—1)*ay. Takze
dostavame

08883888888 =8—-8+8—-8+--+8—-9=-1=10 (mod 11).
Spolu mame
n=45-8!-9888888888=1-5-10=50=6 (mod 11)

(vyuzili sme vlastnost, Ze stéin ¢initelov dava rovnaky zvySok ako suéin zvyskov ¢ini-
telov).

Zvyskom po deleni ¢isla n sedemdesiatimi siedmimi je teda ¢islo z mnoziny
{6,17,28,39,50,61, 72}, ktoré je delitelné siedmimi, teda ¢islo 28.

Iné riesenie. Pripusfme, Ze na prvom mieste mdze byt aj nula. Potom medzi vSetkymi
¢islami, ktoré maja vo svojom dekadickom zapise kazdua z cifier 0, 1, ..., 9, sa kazda
cifra vyskytuje na kazdom z desiatich miest 9!-krat. Preto je sucet vSetkych takych ¢isel

1010 —1
s1 =9!(o+1+2+---+9)-(1+10+...+109)=9!-45-T =9!-5-(10'° - 1).
Musime ale od¢itat stcet tych (navySe zaratanych) desatcifernych éisel, ktoré zac¢inaju
nulou. To st vlastne deviitciferné ¢isla, ktoré maju vo svojom dekadickom zapise kazdu
z cifier 1, 2, ..., 9. Analogicky ako v pred chvilou odvodime, Ze ich stcet je

109 — 1
s2=8I(L4+24 - +9)- (1+10+...+10%) =845 —— =81-5-(10° — 1).

Zrejme 7 | s1 a 7| s2, takZe aj 7 | s1 — so = n. Dalej s vyuZitim zndmeho rozkladu
(102*+1 + 1) = (10 + 1)(10%* — 10%*~! + ... + 1) méme

s1=9!-5(10° —1)(10° +1) = 9! - 5(10° = 1) - 0=0 (mod 11),
55 =8!-5-(10—-1)=(8-7)-(6-5-4)-3-2-5-(10 +1-2) =
=1-(—-1)-30-(-2)=5 (mod 11),

¢ize n = s1 — s2 = 6 (mod 11). Zaver je rovnaky ako pri prvom rieseni.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Urcte pocet vsetkych desafcifernych ¢isel, ktoré maji vo svojom dekadickom zéapise
kazda z cifier 0, 1, ..., 9. [10! — 9!]

N2. Ucitel si mysli &islo. Ziakom prezradil, ze jeho &islo kondi cifrou 6 a dava po deleni
trindstimi zvysok 9. Uréte, aky zvySok dava ucitelovo ¢islo po deleni ¢islom 65.
[U¢itelovo ¢islo n spitia n = 1 (mod 5), n = 9 (mod 13). KedZe 65 = 5 - 13, hladany
zvysok musi byt z mnoziny {9,9 + 13,9 + 26,9 4 39,9 + 52}. Z tychto &isel jedine
9 + 52 = 61 dava spravny zvySok po deleni piatimi.]

N3. Dokéazte, ze c¢islo s dekadickym zapisom agag_1 ...a1ap dava po deleni jedenastimi
rovnaky zvysok ako &islo ag — a1 + az — --- + (—1)Fay. [Ak i je parne, tak 10° =
=(10°-1)+1=9...94+1=99-10...101 + 1 =1 (mod 11). Ak i je neparne, tak
108 =10-10""1=10-1= —1 (mod 11).]

D1. Dokézte, ze ak ¢isla a, b davaju po deleni ¢islom d postupne zvysky u, v, tak zvysky
¢isel ab, uv po deleni d st rovnaké.

D2. Dokazte, ze zvysky &isel 1, 10, 102, 103, ... po deleni lubovolnym neparnym prvoéislom
roznym od 5 tvoria periodickd postupnost.



2. Na stretnuti bolo niekolko ludi. Kazdi dvaja, ktori sa nepoznali, mali medzi ostatnymi
pritomnymi prave dvoch spolocnych znamych. Ucastnici A a B sa poznali, ale nemali
ani jedneho spolocného znameho. Dokdzte, Ze A aj B mali medzi pritomnymi rovnaky

pocet znamych. Ukdzte tiez, Ze na stretnuti mohlo byt prdve Sest 0sob.
(Vojtech Balint)

Riesenie. U¢astnikov stretnutia budeme znazoriovat plnymi krizkami a to, ze sa dvaja
[udia poznaji, budeme znazoriiovat spojenim prislusnych krazkov é&iarou?. Zadant
situaciu zakreslime na obr. 1.

Obr. 1

Mnozinu znamych tcastnika A roéznych od B oznatme M, a mnozinu znamych
ucastnika B roznych od A ozna¢me Mp. Ani jeden ¢lovek z M 4 sa nepozna s B, lebo A
a B nemaju spolo¢ného znameho. Takze kazdy z M4 méa s B prave dvoch spolo¢nych
znamych: jeden z nich je A, druhy sa nachadza medzi zvysnymi znadmymi ucastnika B,
teda v Mp. Pritom ziadni dvaja Iudia X, Y z M4 nemozu poznaf toho istého ¢loveka Z
v Mp. V opa¢nom pripade by sa totiz Z nepoznal s A (lebo A, B nemaju spolo¢nych
znamych) a zaroven by X, Y, B tvorili trojicu ich spolo¢nych zndmych (obr.2a), ¢o je
v rozpore so zadanim.

My - yg s 77T \\{\\43 My -y o /”_;_“\]\\\/[B
L Xe— ’,' \\___/_[Z ) L X a— ’,' '\\___/_( )
A B A B
Obr. 2a Obr. 2b

Zhrnme este raz poznatky odvodené v predoslom odseku: Kazdy ¢lovek z M 4 pozna
niekoho z Mp a ziadni dvaja Tudia z M4 nepoznaju toho istého v Mp (obr.2b). Z toho
vyplyva, ze v mnozine Mp je aspon tolko Tudi ako v mnozine M4, t.j. |[Mp| = |Ma].
Tou istou tivahou (po zadmene tloh A a B) vieme samozrejme dokazat, ze |My| = |Mp|.
Nutne teda |M4| = |Mp]|, ¢ize A a B maji medzi pritomnymi rovnaky pocet znamych.

V druhej casti rieSenia uz len vymyslime a znédzornime nejaké vyhovujtce rozlozenie
znamosti medzi Sesticou os6b, z ktorych dve osoby si A a B, poznaju sa a nemaju

2 Takému znéazorneniu sa hovori graf, G¢astnici st vrcholy a zndmosti st hrany grafu
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spolo¢nych znamych. Z prvej ¢asti uz vieme, Ze tieto osoby musia mat rovnaky pocet
znamych. Stac¢i teda napriklad nakreslit spojené osoby A, B, kazdu z nich spojit s dvoma
dalsimi osobami a medzi Stvoricou osdb dokreslit ¢iary tak, aby bolo splnené zadanie.
Lahko objavime vyhovujuce rozlozenie ako na obr. 3a (ktoré mozno prekreslit napr. do
tvaru na obr. 3b).

Obr. 3a Obr. 3b

Iné rieSenie. Nech M4, Mp su tie isté mnoziny ako v prvom rieSeni. Budeme pouzivat
pojmy z tedrie grafov. Nech M 4 obsahuje m vrcholov a Mp obsahuje n vrcholov. Kedze
kazdy vrchol z M 4 méa s B spolo¢ného znameho A a zaroven nie je znamym vrcholu B,
musi mat s B prave jedného zndmeho v Mp (aby bola splnend podmienka zo zadania,
Ze maju prave dvoch spoloénych znadmych). Takze z kazdého vrcholu v My vychédza
prave jedna hrana do Mp. Spolu preto vychadza z M 4 do Mg prave m hran. Analogicky
z Mp vychaddza do M 4 prave n hran. Su to vSak tie isté hrany, takze nutne m = n.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Na stretnuti bolo niekolko Iudi. Kazdi dvaja, ktori sa nepoznali, mali medzi ostatnymi
pritomnymi prave jedného spoloéného znameho. Nikto sa nepoznal s kazdym. Ucastnici
A a B sa poznali, ale nemali ani jedného spolo¢ného znadmeho. Dokézte, Ze na stretnuti
bola osoba, ktora nepoznala A ani B. [Ak by A nemal okrem B Ziadneho znameho,
musel by kazdy poznat B, ¢o nevyhovuje zadaniu. TakZe A ma okrem B aspor jedného
znameho X. Podobne B mé& okrem A zndmeho Y. Pritom X a Y sa nemézu poznat,
preto musia mat spoloéného znameho Z, ktory nepozni A ani B.]

D1. Dokézte, ze rozlozenie na obr. 3a je jediné vyhovujuce rozlozenie so Siestimi osobami.

D2. Na stretnuti bolo niekolko ITudi. Kazdi dvaja, ktori sa nepoznali, mali medzi ostatnymi
pritomnymi prave troch spoloénych znamych. Ucastnici A a B sa poznali, ale nemali
ani jedného spolo¢ného znameho. Dokazte, ze A aj B mali medzi pritomnymi rovnaky
podet zndmych. [Pri podobnych tvahich ako v druhom rieSeni (z kazdého vrcholu
z M4 vychadzaju prave dve hrany do Mp) dostaneme 2m = 2n, ¢ize m = n.]

D3. V skupine n ziakov sa spolu niektori kamaratia. Vieme, ze kazdy ma medzi ostatnymi
aspon $tyroch kamaratov. Uéitelka chce ziakov rozdelit na dve nanajvys Stvorélenné
skupiny tak, ze kazdy bude mat vo svojej skupine aspon jedného kamarata. a) Ukazte,
ze v pripade n = 7 sa daju ziaci pozadovanym spdsobom vzdy rozdelif. b) Zistite, &i
mozno ziakov takto vzdy rozdelif aj v pripade n = 8. [60—C—1-4]

3. Oznacme S stred kruznice vpisanej, T tazisko a V priesecnik vysok daného rovnora-
mennéeho trojuholnika, ktory nie je rovnostranny.
a) Dokazte, Ze bod S je vnitorngm bodom usecky TV .
b) Urcte pomer dizok strdn daného trojuholnika, ak je bod S stredom tisecky TV .
(Jaromir Simsa)

Riesenie. Oznac¢me vrcholy daného trojuholnika pismenami A, B, C' tak, aby BC
bola zékladna. Velkosti stran a uhlov trojuholnika budeme oznacovat Standardnym
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sposobom, t.j. |BC| = a, |[AC| = |AB| = b, 8 = v = 90° — 2. Nech H je stred
zékladne BC.

a) Vedme vrcholom B vysku, os uhla a taznicu trojuholnika ABC' a ich priese¢niky
s priamkou C'A ozna¢me postupne P, D a M. Vsetky tri lezia na polpriamke C'A (body
D, M dokonca na tsecke C'A). Zrejme sta¢i dokazat, ze bod D je vnatornym bodom
usecky M P. Rozoberieme dva pripady.

Ak b > a (obr.4a), tak zrejme S > 60°. Odtial mame

|£CBP| =90° — 3 < 90° — 60° = 30° < 18 = |[£CBD)|,

takze |CP| < |CD]|. Os uhla deli stranu trojuholnika v pomere prilahljch stran, preto
|CD|/|AD| = a/b < 1, odkial |CD| < 1|CA| = |CM]|. Spolu teda |CP| < |CD| <
< |CM]|, ¢ize D lezi vnutri tisecky M P.

Ak a > b (obr.4b), tak 5 < 60° a analogicky dostdvame |[{CBP| = 90° — 3 >
> 90° — 60° = 30° > 18 = |LCBD|, |CD|/|AD| = a/b > 1, takze |CP| > |[CD| >
> %|C’A| = |C' M|, ¢ize aj v tomto pripade D lezi vnutri tsecky M P.

A

Obr. 4a Obr. 4b

b) Najskér vyjadrime dizky tsediek TH, SH, V H pomocou dlzok stran trojuhol-
nika a pomocou dlzky |AH|, ktorti oznaéme v (obr. 5). Z Pytagorovej vety v trojuholniku
ABH mame v? = b? — %az, takze neskor budeme vediet za v dosadit vyjadrenie len
pomocou dlzok a, b.

Taiisko T deli taznicu AH v pomere 2 : 1, takze |THl = %v.

Usecka S H je polomerom vpisanej kruznice, takze jej dlzku vypocitame zo znameho
vzorca Sapc = 0- s pre obsah trojuholnika ABC, pricom s oznacuje polovicu obvodu.

Dostavame .
SaBc 5av av

T la+2b) a+20

Trojuholniky BVH a ABH st podobné, pretoze st oba pravouhlé a [{VBH| =
=90° — 8 = 1o = |[{BAH|. Pre prislichajice dlzky strén preto mame |[VH|: |BH| =
= |BH| : |AH|, odkial

ISH| = o

|BH|*  a?

H| = .
VA |AH|  4v
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Ak je S stredom usecky TV, plati |T'S| = |SV|. Pritom

TS| = ||TH|~[SH||,  |SV|=||SH| - |[VH]| (1)
a z Casti a) vieme, Ze rozdiely v absolttnych hodnotach v (1) st bud oba kladné, alebo
oba zaporné. Rovnost |T'S| = |SV| je teda ekvivalentna s rovnostou
|TH| - |SH| =|SH| - |VH|, Cize |TH|+ |VH|=2|SH].

Dosadenim odvodenych diZok po ekvivalentnjch tpravach dostdvame

a? 2av

1
39T T Aty
402 (a + 2b) + 3a*(a + 2b) = 24av?,
3a®(a + 2b) = 4v*(5a — 2b),
3a*(a +2b) = 4(b* — a?)(5a — 2b),
3a?(a + 2b) = (2b+ a)(2b — a)(5a — 2b),
3a® = (2b — a)(5a — 2b),
3a? = 12ab — 5a® — 4b?,
202 — 3ab+ b% =0,

(2a —b)(a —b) = 0.

KedZe podla zadania je a # b, bod S je stredom usecky TV prave vtedy, ked 2a = b,
teda ked pomer dlzok stran trojuholnika je 1:2: 2.

A

Obr. 6

Iné rieSenie. a) Kedze S, T, V st vnatorné body polpriamky HA (body S, T st
dokonca vnutorné body usecky H A), staci ukazat, ze oba rozdiely |HS|—|HT| a |HV|—
— |HS| st nenulové a majt rovnaké znamienko.
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Bez ujmy na vSeobecnosti nech a = 2, t.j. |[BH| = |HC| = 1. Z pravouhlych
trojuholnikov BSH, BAH a BV H dostavame (obr. 6)

15} HA tg B o
s =g 2, jury = BA By o0 ) =

1
tg

2t
Vdaka vztahu tg 2z = % pri oznaceni ¢ = tg 33 mame
2t t(1 — 3t?)
HS|—|HT|=1t— =
H S|~ |HT 3(1—t2)  3(1—1¢2)’
1—¢? 1—3¢2
HV| - |HS| = = .
| = | 2t 2t

Kedze 3 je ostry uhol rozny od 60°, plati %6 € (0°,45°) a %6 = 30°, odkial pre hodnotu
t=tg %B vyplyvaju vzfahy 0 < t < 1 a 3t # 1, takze oba skiimané rozdiely st bud
kladné (ak 8 < 60°), alebo zaporné (ak 5 > 60°).

b) Podiel rozdielov z ¢asti a) ma vyjadrenie

|HS|—|HT| t(1-3t%) 2t 2t

|[HV|— |HS| ~ 3(1—¢t2) 1-32 3(1—t2)

V obore (0,1) riesime rovnicu

2t? _
3(1—¢t2) 7

ktora tam ma zrejme jediny koren
- 2t
t= \/g, odkial tgp = 2= V15.
Teda v trojuholniku BHA okrem |BH| = 1 plati |[HA| = tg = /15, takze podla
Pytagorovej vety mame |BA| = /1415 = 4. Strany trojuholnika ABC' su teda
v pomere 2 :4:4, ¢ize 1:2:2.

Iné riesenie. a) Oznacme vrcholy daného trojuholnika rovnako ako v prvom rieseni,
dalej O stred opisanej kruznice, By pétu vysky z vrcholu B a Bj stred strany AC'. Kedze
os uhla pri vrchole B pretina oblik C'A opisanej kruznice v jeho strede M (obr.7), je
zrejmé, ze vdaka podmienke O # V' (ktord je ekvivalentna s tym, ze dany trojuholnik
nie je rovnostranny) pretne tato os stranu AC vnutri usecky BygBi, a teda bod S lezi
vnutri asecky T'V.

A




b) Vyuzijeme znamu vlastnost troch zakladnych bodov trojuholnika: taziska T,
stredu O opisanej kruznice a priesecnika V' vysSok. Uvedené tri body lezia totiz na
priamke v Tubovolnom trojuholniku, pricom fazisko T vzdy deli tsecku OV v pomere
1:2.3 Ak teda stred S kruznice vpisanej trojuholniku ABC rozpoluje tisecku TV, delia
body T" a S (v tomto poradi) orientovant usecku OV na tri zhodné casti.

Pre kolmé priemety By, Sy a By bodov O, S a V na stranu AC' (obr. 8) preto plati

CBy =CBy+ 3(050 — CB()) =305y — 2CB,.
Ak uvedent rovnost chidpeme ako rovnost orientovanych tseéiek (alebo vektorov) na

priamke C'A, vyhneme sa nutnosti rozliSovat, ¢i je uhol pri vrchole A vicsi alebo mensi
ako 60°, pretoze ako uz vieme, na poradie spomenutych bodov to neméa vplyv.

A

Obr. 8

Do odvodenej rovnosti teraz mozeme dosadit 5b za CB1, $a za CSy (|CSo| = [C A4
je dizka tsekov oboch dotyénic z vrcholu C' ku kruznici vpisanej trojuholniku ABC)
a napokon z dvoch podobnych pravouhlych trojuholnikov BCBy a AC' A; (zhoduju sa
v spolo¢nom uhle BC' A) vychéddza CBy = 1a?/b. Dostavame tak

b 3 2

- = ?“_ % gize b% — 3ab+ 2a® = 0.
Poslednt rovnost mozno prepisat ako (b — a)(b — 2a) = 0, a kedZze a # b, musi byt
b = 2a.

Iné riesenie. Cast a) uz nebudeme znovu dokazovaf, pouzijeme rovnaky postup aj
oznacenie ako v predoslom rieseni.

b) Najskor ukazeme, Ze v trojuholniku, v ktorom je pri vrchole A uhol viicési ako 60°,
nemodze os uhla stredom tsecky VT vobec prechadzat. Na to vyuZijeme znamu vlastnost
priesecnika vysSok: jeho obraz V' v osovej simernosti podla strany AC' lezi na kruznici k

3 Uvedena vlastnost jednoducho vyplyva z toho, Ze trojuholnik A1 B1C; tvoreny strednymi prieckami
daného trojuholnika ABC' je jeho obrazom v rovnolahlosti so stredom v fazisku a koeficientom %
A kedZze os kazdej zo stran trojuholnika ABC je zaroven vyskou trojuholnika A;B;C1, je stred O
kruznice opisanej danému trojuholniku ABC zaroven prieseénikom vysSok trojuholnika A;B;1C1,

takze bod O je v uvedenej rovnolahlosti obrazom bodu V a |TO| = %\TV|.
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trojuholniku ABC' opisanej (obr.9). Kedze za uvedeného predpokladu lezia body T
a O (v tomto poradi) na polpriamke AO az za bodom V, lezia zrejme obrazy T”,
O’ bodov T, O v uvedenej osovej sumernosti vo vonkajSej oblasti kruznice k. V jej
vonkajsej oblasti lezi v8ak aj obraz B vrcholu B v stredovej simernosti podla stredu
usecky VT: bod B” je totiz prieseénikom polpriamok 77T’ a CO’, pretoze CO’ je zaroven
kolmé na BC' (AOCO’ je kosoStvorec) a je tak obrazom priamky AO v rovnolahlosti
so stredom B a koeficientom 2. Uhlopriecka BB” rovnobeznika BT'B"V (na ktorej lezi
taznica trojuholnika BT'V') preto urcite pretne kruznicu k vnutri pasu rovnobeziek BV
a TT'. Os uhla pri vrchole B vSak pretina kruznicu k v strede M prislugného obluka AC
a priamka OM lezi mimo spomenutého pasu.

Obr. 9

Predpokladajme teda, ze v danom trojuholniku je pri vrchole A uhol mensi ako 60°
a ze stred S vpisanej kruznice rozpoluje tsecku VT'. Oznaéme (Q stred tsecky BT,
So bod dotyku vpisanej kruznice so stranou AC. Teda |SA;| = |SSp|. Bod Sy lezi
zrejme na Talesovej kruznici s priemerom (QB; a zaroven bod A; lezi na Téalesovej
kruznici s priemerom BT (obr. 10), takze |SoT'| = |T'Q| = |QA1|. Trojuholniky ST'Sy
a SQA; sa zhoduju v dvoch stranach a v uhle oproti jednej z nich. Oba trojuholniky
preto maju zhodné opisané kruznice a pre ich uhly pri vrcholoch T, resp. Q oproti
zhodnym tetivam SSy a SA; zodpovedajucich kruznic plati, Ze st bud zhodné, alebo
doplnkové (t.j. ich stcet dava 180°).




Ak st oba uhly zhodné, lezia body Aj, Sp, T, @ na kruznici, a kedze |QA;| = |T'So|,
je A1SoTQ lichobeznik alebo pravouholnik, takze tisecka A; Sy je rovnobezna s QT a je
teda strednou prieckou trojuholnika BC'B;. Trojuholnik A;SyC' je rovnoramenny, preto
je rovnoramenny aj trojuholnik BB;C. Odtial ihned vyplyva, ze b = 2a.

Ukézeme teraz, ze vdaka predpokladu o < 60° nemdZze druhd moZnost nastat,
teda ze stucet oboch uhlov ST'Sy a SQA; je mensi ako 180°. Na obr. 10 st vyznacené
jednoduchym obluc¢ikom uhly, ktoré sa zhoduji s uhlom SQT (vSade sa jedné o stithlasné
uhly alebo o uhly pri zékladni rovnoramenného trojuholnika). Podobne dva obluciky
vyznacuji uhly zhodné s uhlom ST'Q. Z trojuholnika ST'Q) navyse vyplyva, ze |£SQT|+
+ [LSTQ| = 8 > 60°. Z kombinacie uhlov pri bodoch @, T' priamky BB; vidime, Ze
na vysetrovany sucet uhlov ST'Sy a SQA; ostava len 2 - 180° — 35 < 180°. Tym je
pozadovana vlastnost dokdzana.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokéazte, ze v kazdom trojuholniku deli os uhla protilahlti stranu v pomere stran
prilahlych. [Ak D je prieseénik strany C A a osi uhla CBA, tak pomer ¢ obsahov
trojuholnikov BCD a BAD mozno vyjadrit dvoma sposobmi: ¢ = |BC| : |BA| (lebo
vysky spustené z D maju rovnaku velkost) a zaroveni ¢ = |CD|: |AD].]

N2. V rovnoramennom trojuholniku so zékladiiou dlzky a a ramenami dlzky b vyjadrite
velkost polomeru vpisanej kruznice. [p = 2av/4b? — a?/(a + 2b)]

N3. Dokéazte platnost stictového vzorca tg(z + y) = (tgz + tgy)/(1 —tgz - tgy).

D1. Na odvesnach dizok a, b pravouhlého trojuholnika lezia postupne stredy dvoch kruznic
ka, kp. Obe kruznice sa dotykaji prepony a prechadzaji vrcholom oproti prepone.
Polomery uvedenych kruznic oznacme g4, gp. Urcte najvicsie kladné realne ¢islo p

také, ze nerovnost
1 1 1 1
—+—2Zpl -+
%a  Ob a b

plati pre vSetky pravouhlé trojuholniky. [68-A-1I-2]

4. Nech p, q su dve rozne prvocisla, m, n prirodzené cisla a sucet

mp—1+nq—1
q p

je celé cislo. DokdZzte, Ze plati nerovnost

m n
—+—=>1
qa p

(Jaromir Sims3a)
RieSenie. Aby sa dala jednoduchsie vyuzif podmienka celoé¢iselnosti, stcet z prvej vety

zadania prepiSeme na jeden zlomok do tvaru

mp—1_ ng—1 _p(mp—1)+q(ng—1)
q p P4

Citatel posledného zlomku je ndsobkom jeho menovatela, takze je delitelny ako prvo-
¢islom p, tak aj prvocislom ¢. Kedze prvy séitanec ¢itatela je ndsobkom p, musi nim byt
aj druhy sc¢itanec, teda p | ¢(ng — 1). Z nestdelitelnosti prvoéisel p, g odtial dostdvame
p | ng — 1. Podobne mame ¢ | p(mp — 1), ¢ize q | mp — 1.
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Prirodzené ¢islo mp + (ng — 1) (ktoré mozno zapisat aj v tvare (mp — 1) + nq)
je preto delitelné ako ¢islom p, tak aj ¢islom ¢, a teda aj (vdaka nesidelitelnosti p, q)
stuc¢inom pq. Pre jeho velkost potom plati odhad

mp+ng—12pqg, odkial mp+ ng > pq.

Po vydeleni oboch stran ¢islom pg dostaneme nerovnost, ktorti sme mali dokézat.

Pozndmka. KIacové tvrdenie pq | mp + ng — 1 mozno dokézat aj inak. Kedze p | ng — 1
a q | mp—1, nutne pq | (ng—1)(mp—1) = mnpg+1—mp—ngq. Odtial pq | 1 —mp —ngq.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1. N4jdite niekolko Stvoric m, n, p, ¢ vyhovujacich predpokladom zadania. [Vyhovuje
lubovoIna $tvorica, pre ktord st oba zlomky (mp — 1)/q, (ng — 1)/p celé &isla.]

N2. Nech a, b, ¢ st prirodzené &isla. Dokézte, ze ak s a, b nestdelitelné a a | be, tak a | c.
[Kedze (a,b) = 1, existuju celé &isla z, y také, ze ax + by = 1. Kedze a | be, existuje k
také, ze ak = be. Odtial aky = bey = ¢(1 — ax), ¢ize ¢ = a(ky + cz), teda a | c.]

N3. Pre celé ¢isla a, b, ¢, d plati b | a + ¢, a | b+ d. Dokézte, ze ab | ad + bc + cd. [ab | (a +
+¢)(b+d) = ab+ (ad + bc + cd)]

D1. Uréte vsetky celé kladné &isla m, n také, ze n deli 2m —1 am deli 2n—1. [69-A-II-3]

D2. Urcte vsetky dvojice (m,n) kladnych celych &isel, pre ktoré je ¢islo 4(mn+ 1) delitelné

¢islom (m + n)2. [60—-A-II-3]
D3. Najdite vSetky trojice navzajom réznych prvoéisel p, q, r spliiajice nasledujtice pod-
mienky:
pla+tr,
qlr+2p,
r|p+3q.
[65—A—II1-5]

5. Dané su dve zhodné kruznice ki, ko s polomerom rovnym vzdialenosti ich stredov.
Ich priesecniky oznacme A a B. Na kruznici ko zvolme bod C' tak, Ze usecka BC pretne
kruznicu ki1 v bode roznom od B, ktory oznacime L. Priamka AC pretne kruznicu kq
v bode roznom od A, ktory oznac¢ime K. Dokdzte, Ze priamka, na ktorej leZi taznica
z vrcholu C' trojuholnika K LC, prechddza pevnym bodom nezavislym od polohy bodu C'.

(Tomas Jurik)

Riesenie. Oznac¢me Sy, Ss stredy kruznic ki, k3. Nech P je taky bod kruznice k1, ze
PS5 je jej priemerom. Ukazeme, Ze hladanym pevnym bodom je P, t.j. dokdzeme, Ze
stred tsecky KL lezi s bodmi P, C' na jednej priamke.

Aby tsecka BC' pretala kruznicu k1, musi bod C lezat vnutri krat$ieho obluka AQ

kruznice ko, pricom S;(Q) je priemerom k5. Bod L je potom vnatornym bodom kratsieho
oblika AB a bod K vnitornym bodom kratsieho oblika PA kruznice k; (obr.11).
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A
C
P Q
k?l k2
B
Obr. 11

KedZe kruznice maju rovnaké polomery, su trojuholniky S;S55A, S1S2B rovno-
stranné a velkost stredového uhla BS;A je 120°. Prislusny obvodovy uhol BPA mé
preto velkost 60°. NavySe body A, B st simerne zdruzené podla priamky PSs, takze
|PA| = |PB| a trojuholnik ABP je rovnostranny®. Vsetky obvodové uhly nad zhodnymi
tetivami PA, PB, AB maju teda velkost 60° (ak vrchol lezi na dlhsom obliku), resp.
120° (ak vrchol lezi na kratSom obluku). Pri tetive AB to plati aj pre obvodové uhly
na kruznici ko, kedZe obe kruznice st zhodné.

7 uvedeného dostavame

IKACB| =60°,  |4PLB|=60°, |4PKA|=120°.

Z rovnosti prvych dvoch uhlov vyplyva rovnobeznost priamok PL a KC a z toho,
ze sucet prvého a tretieho uhla je 180°, vyplyva rovnobeznost priamok PK a LC.
Stvoruholnik PLCK je teda rovnobeznik, z ¢oho uz priamo vyplyva dokazované tvr-
denie (uhlopriecky rovnobeznika sa rozpolujui, takze priamka PC prechddza stredom
usecky KL).

Iné riesenie. Ozna¢me body rovnako ako v prvom rieseni. OdliSnym spdsobom doka-
zeme, ze PLCK je rovnobeznik.

K

B
Obr. 12

4 To ihned vyplyva aj z toho, #ze P, B, Sa, A st styri zo Siestich vrcholov pravidelného Sestuholnika
vpisaného do k.
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Body A, B st simerne zdruZené podla priamky PSs,, preto s vyuzitim vlastnosti
obvodovych a stredovych uhlov dostavame

APLB| = |{PSsB| = %]A{AS2B| _ |LACB,

odkial vyplyva PL || KC. Stvoruholnik PLAK je teda lichobeznik, a kedze je tetivovy
(mé opisant kruznicu k;), musi byt rovnoramenny. Jeho uhlopriecky KL, PA st teda
zhodné, a kedZze z vySSie spomenutej simernosti mame |PA| = |PB], plati tiez |K L| =
= |PB)|. Stvoruholnik K PBL je tetivovy a jeho protilahlé strany K L, PB st zhodné,

takze to tiez musi byt rovnoramenny lichobeznik® (obr. 12). Z toho uz dostdvame PK ||
| LC.

Pozndmka. Zadané tvrdenie plati, aj ked pripustime, Ze kruznice ki, ko maja rézne po-
lomery, pricom S5 lezi na kq; v druhom uvedenom rieSeni sme nikde nevyuzili zhodnost
kruznic. V takom pripade vSak bod K moze lezat aj mimo kratsieho obluka PA, takze
treba osobitne rozlisit dva pripady.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokéazte, ze kazdy tetivovy lichobeznik je rovnoramenny. [Ak PQRS je tetivovy licho-
beznik so zékladiiou PQ, tak zo striedavych uhlov mame |{QPR| = |{SRP|. Teda
obvodové uhly nad tetivami QR, P.S maji rovnaku velkost a tetivy QR, P.S musia byt
zhodné. Iny spdsob: Os kazdej tetivy prechadza stredom kruznice, preto os strany PQ)
je totozné s osou strany RS (st rovnobezné a prechadzaju spoloénym bodom) a podla
tejto osi st tse¢ky PS, QR stmerne zdruzené, ¢ize zhodné.]

N2. Dokazte, ze v Stvoruholniku sa obe uhlopriecky rozpoluju prave vtedy, ked je to
rovnobeznik. [Ak sa v Stvoruholniku ABCD uhlopriecky rozpoluju v bode S, tak
trojuholniky ABS, CDS st zhodné a zo striedavych uhlov AB || CD, analogicky
BC' || AD. Ak ABCD je rovnobeznik s prieseénikom uhlopriecok S, tak zo striedavych
uhlov vyplyva zhodnost trojuholnikov ABS, C DS, t.j. zhodnost tseéiek BS, SD, resp.
AS, SC.]

D1. Dany je tetivovy Stvoruholnik ABC D. Dokézte, ze spojnica priese¢nikov vysok troj-
uholnika ABC s prieseénikom vySok trojuholnika ABD je rovnobeznéa s priamkou C'D.

[68—A-1-2]

D2. Je dand kruZnica k s tetivou AC, ktord nie je priemerom. Na jej dotycnici vede-
nej bodom A zvolime bod X # A a oznalime D prieseCnik kruznice k s vnitrom
usecky XC' (ak existuje). Trojuholnik AC'D doplnime na lichobeznik ABC'D vpisany
do kruznice k. Urc¢te mnozinu prieseénikov priamok BC a AD prislachajucich vSetkym
takym lichobeznikom. [69-A-TI1-4]

6. Ndjdite najvicsie redlne c¢islo k také, Ze nerovnost

2(a? + kab + b?)
(k+2)(a+0b) Z Vab

plati pre vietky dvojice kladnych redlnych c¢isel a, b. (Jan Mazak)

Riesenie. Pre k = 2 sa d4 nerovnost po vykrateni upravit na tvar 5 (a+b) = Vab, ¢o je
znéma nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom platna pre Tubovolné
kladné a, b. Hladané najvicsie k je teda urcite aspon 2. Skimajme dalej danii nerovnost
len za predpokladu k = 2.

5 Vyplyva to napriklad z rovnosti obvodovych uhlov PLB, KPL nad zhodnymi tetivami PB, KL,
alebo jednoducho zo siimernosti podla osi usecky BL.
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Ekvivalentnou tupravou (kedze k + 2 > 0) dostaneme
2(a? + kab 4 b%) = (k + 2)(a + b)Vab
a po vydeleni oboch stran ¢lenom b? mame
2 (Zj +k:b +1) > (k+2) (%+1) %
Oznacme \/a_/b = 7. Zrejme z mdze nadobudnif fubovolni kladnt hodnotu. Dalej sa
preto sta¢i zaoberat nerovnostou
2zt + kx? 4+ 1) 2 (k+2)(2* + 1)z
a hladat najviiésie k také, Ze je splnena pre kazdé kladné x. Po jednoduchych tpravéach
smerujicich k osamostatneniu k£ dostavame

k((z® + 1)z —22°) < 2(2* + >+ 1)z),
k(x® — 227 —l—:c) (x4—x —:c+1)
ka(z® — 22 +1) < 2(2° (2 (z —1)),

k:x(a:—l)2§2( —1)2 (a: +z +1).

pre x = 1 je posledné nerovnost splnend vzdy. Pre x # 1 nerovnost vydelime kladnym
vyrazom x(z — 1)? a ziskame priamo ohrani¢enie pre k:

2(x2 1 1
kngzm(mg). (1)

Pre kladné = je x + 1/2 = 2, pricom rovnost plati jedine pre z = 1. Pre x # 1 vyraz
x+1/xz nadobuda vsetky hodnoty z intervalu (2, 00). Teda prava strana v (1) nadobuda
vSetky hodnoty z intervalu (6,00). Z toho je jasné, ze najviicsie k také, ze (1) plati pre
vsetky kladné x # 1, je k = 6.

Iné riesenie. Zadani nerovnost ekvivalentne upravime:

2 (a+b)?+ (k—2ab

>/
k+2 atb = Vab,
2 b Jab
S L R L T )
k?+2 v ab a+b

Ozna¢me z = (a + b)/Vab. Potom z 2 2, pretoze %(a + b) = Vab. Upravou (2) za
podmienky k + 2 > 0 ziskame

2 1
. —9)2) >1
k+2(x+(k )x) =
2
2 k2 L k—2)20. (3)

x- —

Kvadraticka funkcia na lavej strane poslednej nerovnosti mé pre kazdé k koren x = 2
a jej koeficient pri kvadratickom ¢lene je kladny. Takze (3) plati pre kazdé x = 2 préave
vtedy, ked je vrchol paraboly tejto funkcie na ¢iselnej osi nalavo od bodu 2, teda prave

vtedy, ked

kot 2
%gz, dize k<6

Zdver. Hladana najviicsia hodnota je k = 6.
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NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Uréte, aké hodnoty nadobuda vyraz x + 1/x pre = > 0. [Kedze (v/x — 1/y/x)2 = 0,
mame x + 1/x = 2. Rovnost nastdva pre x = 1. Vyraz nadobudne aj vsetky hodnoty

.....

vicsie ako 2, pretoze rovnica z + 1/x = p ma pre p > 2 dva kladné korene %p +

+1v/p? —4]

Uréte vSetky hodnoty parametra p, pre ktoré nadobuda kvadratickd funkcia f(z) =
= 22 + px + p — 1 na obore kladnjch &isel len kladné hodnoty. [Kedze f(x) = (x +
+ 1)(xz + p — 1), korenimi funkcie st —1 a 1 — p. Zadand podmienka je splnend préave
vtedy, ked ani jeden z koretiov nie je kladny, teda ked p = 1.]

Dokazte, ze pre [ubovolné kladné realne cisla a, b plati

m<2(a2+3ab+b2)<a+b
= 5(a +b) = 2

)

a pre kazda z oboch nerovnosti zistite, kedy prechddza na rovnost. [69-C-I-5]
Dokazte, ze pre [ubovolné rozne kladné ¢isla a, b plati

a+b<2(a2—|—ab—|—b2)< a? + b2
2 3(a +b) 2

[58—-C—1-6]
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