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61. ro¢nik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia tloh doméceho kola kategorie Z9

1. Pokladnicka v galérii preddva ndvstevnikom vstupenky s c¢islom podla toho, kolki
v poradi v ten den prisli. Prvy navstevnik dostane vstupenku s ¢islom 1, druhy s cislom 2,
atd. Pocas dria sa vsak minul Zlty papier, na ktory sa vstupenky tlacili, preto musela
pokladnicka pokracovat tlacenim na éerveny papier. Za cely den predala rovnako vela
Ztych vstupeniek ako cervenych. Vecer zistila, Ze sucet cisel na Zltych vstupenkdch bol
0 1681 mensi ako sucet ¢isel na cervenych vstupenkdch. Kolko vstupeniek v ten den

predala? (M. Mach)
Napad. Vsimnite si, o kolko sa lisia ¢isla na predanych zltych a ¢ervenych vstupenkach.

Riesenie. Oznac¢me pocet zltych vstupeniek n. Na prvej zltej vstupenke bolo ¢islo 1,

na druhej 2, atd., na poslednej zltej vstupenke bolo ¢islo n. Na prvej ¢ervenej vstupenke

bolo ¢islo n + 1, na druhej cervenej n + 2, atd., na poslednej ¢ervenej bolo ¢islo 2n.
Vsimnime si, ze prva cervena vstupenka ma ¢islo o n vécsie ako prva zlta. Rovnako

.....

preto o n? vacs

teda n = 41.
Pokladnicka v ten den predala 41 zltych a 41 cervenych vstupeniek, celkom teda
82 vstupeniek.

2. Filoména ma mobil s rozmiestnenim tlacidiel ako na obr. 1.
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Obr. 1

Devdtciferné telefonne c¢islo jej najlepsej kamardtky Kldry md tieto vlastnosti:

e vsetky cifry Klarinho telefonneho cisla su rozne,

e prvé Styri cifry su zoradené podla velkosti od najmensdej po najvicsiu a stredy ich
tlacidiel tvoria Stvorec,

e stredy tlacidiel poslednych styroch cifier takisto tvoria Stvorec,

e telefonne cislo je delitelné tromi aj piatimi.

Kolko roznych devdtcifernych cisel by mohlo byt Kldrinym telefonnym cislom?
(K. Pazourek)

Napad. Ktoré cifry moézu tvorit posledni a ktoré prvia Stvoricu?

Riesenie. Najskor najdime vsetky Stvorice tlacidiel, ktorych stredy tvoria stvorec — su
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to tlac¢idla s nasledujicimi ciframi:

1,2,4,5 1,3,7,9
2,3,5,6 24,68
4,5,7,8 5,7,9,0
5,6,8,9

Stvorice v Tavom stipci vak vyuzit nemozeme, lebo vedla §tvorca, ktory prislusné
tlac¢idla tvoria, by sme ziadny dalsi Stvorec zo zvyS$nych tlacidiel nezostavili. Kedze
telefénne ¢islo je delitelné piatimi, musi konc¢it 5 alebo 0; preto posledné Styri cifry
telefénneho ¢isla sa 5, 7, 9, 0 (ich poradie diskutujeme neskor). Kedze sme uz pouzili
cifry 7 a 9, prvé styri cifry telefénneho ¢isla musia byt 2, 4, 6, 8 (v tomto poradi, su
zoradené podla velkosti).

Doteraz nepouzité cifry, ktoré mozu byt uprostred telefénneho ¢isla, st 1 a 3.
Telefénne ¢islo méa byt delitelné tromi, uréme teda mozné ciferné sucty. Stucet vsetkych
cifier na klavesnici je 45. Ak by v telefénnom d¢isle bola 1, t.j. telefénne ¢islo by
obsahovalo vSetky cifry okrem 3, bol by ciferny sucet 45 — 3 = 42. Ak by v telefénnom
¢isle bola 3, bol by ciferny stcet 45 — 1 = 44. Cislo 42 je delitelné 3, &islo 44 nie je,
prostredna cifra je teda 1.

KedZe sme nevynechali ziadnu z poziadaviek v zadani, hfadané telefénne ¢islo je

246 81 *xx,

pricom posledné styri cifry su 5, 7, 9, 0 v nezndmom poradi, vieme len, ze na poslednom
mieste musi byt 5 alebo 0. Aby sme zistili poc¢et vSetkych moznych Klarinych telefénnych
¢isel, nebudeme ich vSetky vypisovat, len si touto predstavou pomozeme: Poslednt cifru
mozno zvolit dvoma spdsobmi, predposledni cifru potom vyberdme spomedzi troch
zvysnych cifier, cifru pred nou uz len spomedzi dvoch zvysnych a na posledné nevyplnené
miesto nam vzdy zvysi jedina cifra. Dostavame dokopy

2:-3-2=12

moznych poradi na poslednych styroch miestach, a teda aj 12 moznych Klarinych
telefénnych cisel.

3. Alenka pozorovala vevericky na zdhradke, kde rdstli tieto tri stromy: smrek, buk
a jedla. Vevericky sedeli pokojne na stromoch, takzZe ich mohla spocéitat — bolo ich 34.
Ked preskdkalo 7 vevericiek zo smreka na buk, bolo ich na buku rovnako vela ako na
oboch ihlicnanoch dokopy. Potom este preskdkalo 5 vevericiek z jedle na buk, a vtedy
bolo na jedli rovnako vela vevericiek ako na smreku. Na buku ich bolo vtedy dvakrdt viac,
ako na jedli na uplnom zaciatku. Kolko vevericiek povodne sedelo na kaZdom strome?

(M. Mach)

Napad. Zostavte ststavu rovnic. Pred samotnym rieSenim sustavy si vSimnite, Ze
niektoré rovnice st prebytoc¢né, t.j. daju je odvodit z ostatnych.

2



Riesenie. Povodny pocet vevericiek na smreku oznacime s, na buku b a na jedli j. Zo
zadania mozeme zostavit sustavu Styroch rovnic o tychto troch neznamych:

s+b+j =34,
b+7T=74+s5-17,
j—o=s8—1,

b+74+5=27.

Vsimnime si, Ze scitanim tretej a Stvrtej rovnice dostaneme rovnicu druhtu. Pre vyriese-
nie sustavy rovnic preto staci vybrat lubovolné dve z tychto troch rovnic a doplnif ich
prvou rovnicou. Takto dostaneme ststavu troch rovnic o troch neznamych. Ukazeme si
rieSenie s prvou, druhou a Stvrtou rovnicou:

s+b+j =34,
b+7=j5+s5-1,
b+7+5=2]

Scitame prvé dve rovnice a upravime:

s+2b+5+7=274+7+s,
2b = 20,
b= 10.

Dosadime tento vysledok do poslednej rovnice a vyjadrime j:

104745 = 2j,
22 = 2j,
= 11.

Vsetko dosadime do prvej rovnice a vyjadrime s:

s+ 10+ 11 = 34,
s =13.

Na smreku pévodne sedelo 13, na buku 10 a na jedli 11 vevericiek.

Iny napad. Urcte, kolko vevericiek sedelo na buku vo chvili, ked ich tam bolo rovnako
vela ako na oboch ihliénatych stromoch.

Iné rieSenie. Po prvom preskakani bola na buku presne polovica vevericiek, ¢ize 17.
Kedze ich na buk 7 priskocilo, sedelo povodne na buku 17 — 7 = 10 vevericiek.

Po druhom preskékani bolo na buku 17 + 5 = 22 vevericiek. Vieme, ze na konci
bolo na buku dvakrat viac vevericiek ako na jedli na zaciatku, teda na zaciatku sedelo
na jedli 22 : 2 = 11 vevericiek.

Celkom bolo vevericiek 34, preto bolo povodne na smreku 34 — 10 — 11 = 13
vevericCiek. Prave sme dosli k pé6vodnym poctom vevericiek na vSetkych stromoch, ale
vobec sme nepracovali so zadanou informéaciou, ze po vsSetkych preskokoch bolo na
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jedli rovnako vela veveri¢iek ako na smreku. Musime overit, ¢i tato informécia nie je
v rozpore s predchadzajicimi vypoc¢tami (v opacnom pripade by tloha nemala Ziadne
rieSenie): 11 — 5 = 13 — 7, teda nase vysledky zodpovedaju celému zadaniu.

Na smreku pévodne sedelo 13, na buku 10 a na jedli 11 vevericiek.

Poznamka. Uvedené rieSenia predstavuju rozne pohlady na ten isty problém. Porovnajte
hlavne, ako sme odhalili prebytocnost jednej zo zadanych informécii v prvom a ako
v druhom pripade. Vedeli by ste tuto prebytoc¢nost zistit aj inak?

4. V pravidelnom dvandstuholniku ABCDEFGHIJK L vpisanom do kruznice s polo-

merom 6 cm urcte obvod pituholnika ACFHK (obr. 2). (K. Pazourek)
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Obr. 2

Napad. Rozdelte pétuholnik na trojuholniky so spoloénym vrcholom v strede kruznice
opisanej a zistite ich vlastnosti.

RieSenie. Najprv spocitajme velkost stredového uhla pravidelného dvanéastuholnika
ABCDEFGHIJKL, t.j. uhla s vrcholom v strede S opisanej kruznice a ramenami
prechadzajicimi susednymi vrcholmi. Stcet vsetkych dvanastich stredovych uhlov je
360°, takze velkost jedného stredového uhla je 360° : 12 = 30°.




Velkosti stredovych uhlov pétuholnika ACFHK sa

|LASC| = |LFSH| = |{KSA| =2 -30° = 60°,
|LCSF| = |{HSK|=3-30° = 90°.

Trojuholniky ASC, FSH, KSA st teda rovnostranné a trojuholniky C'SF a HSK st
rovnoramenné pravouhlé (obr. 3). Preto

|AC| = |FH| = |KA| =r = 6cm,
|CF| = |HK| =rV2 =6v2cm.

Obvod pituholnika ACFHK je tak rovny 3 -6 4 2-6v/2 = 18 + 12¢/2 = 34,97 (cm).

5. Pred vianocnym koncertom ponukali Ziact na predaj 60 vyrobkov z hodin vytvarnej
vychovy. Cenu si mohol kaZdy zdkaznik urcit sim a cely viytaZok isiel na dobrocinné
icely. Na zaciatku koncertu Ziaci spocitali, kolko centov v priemere utrZili za jeden pre-
dany vyrobok, a vyslo im celé ¢islo. KedzZe ale nepredali vsetkych 60 vyrobkov, ponikali
ich aj po koncerte. Po koncerte si ludia kiupili este sedem vyrobkov, za ktoré dali dokopy
2505 centov. Tym sa priemernd trzba za jeden predany vyrobok zvysila na rovnych 130
centov. Kolko vyrobkov potom ostalo nepredangch? (L. Simiinek)

Napad. Uréte vztah medzi poc¢tom vyrobkov predanych pred koncertom a za ne
ziskanou ¢iastkou. Uvedomte si, Ze vSetky nezname maju byt celé ¢isla.

Riesenie. Pocet vyrobkov, ktoré ziaci predali pred koncertom, ozna¢me v a sumu
v centoch, ktort za ne ziskali, ozna¢me k. Podla zadania je podiel k/v celé ¢islo a plati

k42505

= 130.
v+ 7

Z tejto rovnice vyjadrime neznamu k£ pomocou neznamej v:

k42505 = 130v + 130 - 7,
k = 130v — 1 595.

Ziskany vyraz dosadime do zlomku k/v a nasledne ho ¢iastocne vydelime:

1300 — 1595 1595
1300 =159 _ 5, 1595
v v

Neznama v je prirodzené ¢islo, a kedze prave uvedeny vyraz mé byt rovny celému
¢islu, musi byt v delitelom ¢isla 1 595. Pritom ¢islo 1595 = 5-11-29 ma prave nasledujice
delitele:

1, 5, 11, 29, 55, 145, 319, 1595.

Podla zadania zostalo po predaji v vyrobkov z celkovych 60 miniméalne 7, teda v < 53.
Ked do rovnice k = 130v — 1595 dosadime za v 1, 5 ¢ 11, dostaneme k zaporné, c¢o
odporuje zadaniu. Pre v = 29 je trzba k kladné, takze jedina pripustnd hodnota pre
v je 29. Celkovo sa predalo 29 + 7 = 36 vyrobkov a nepredanych zostalo 60 — 36 = 24.
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Iny napad. Ak sa hovori o priemernej cene, skiste si situéciu zjednodusit predstavou,
ze vsetci zaplatili zhodne prave tato cenu.

Iné riesenie. Pre potreby rieSenia moéZzeme situaciu zjednodusit a predstavit si, ze
kazdy zékaznik nastupujuci pred koncertom zaplatil rovnakt celoc¢iselni sumu. Té sa
rovnala priemernej cene vypocitanej ziakmi pred koncertom.

Po koncerte prisla sedmica zakaznikov, ktora za kazdého skorsieho zakaznika do-
platila zaplatenu ¢iastku do 130 centov a sama za seba zaplatila 7-130 centov. Celkové
doplatenie ceny teda zodpovedalo ¢iastke 2505 — 7 - 130 = 1595 (centov).

Tato sumu musime rozlozit na sucin, pricom jednym c¢initelom bude podet za-
kaznikov pred koncertom a druhym c¢initefom pocet centov, ktoré za kazdého takého
zakaznika doplatila sedmice neskorsich zakaznikov. O prvom ciniteli vieme zo zadania,
ze musi byt mensi alebo rovny 53, a o druhom vieme, Ze musi byt mensi ako 130. Cislo
1595 mozZno rozlozit na sucin dvoch prirodzenych ¢isel prave tymito sposobmi:

1-1595, 5-319, 11145, 29-55.

Uvedenym podmienkam vyhovuje jedine rozklad 29 - 55. Celkovo sa teda predalo 29 +
+ 7 = 36 vyrobkov a nepredanych ostalo 60 — 36 = 24.

6. V obdlznikovej zdhrade rastie broskyria. Tento strom je od dvoch susedngjch rohov
zdhrady vzdialeny 5 metrov a 12 metrov a vzdialenost medzi spominanymi dvoma rohmi
je 13 metrov. Dalej vieme, Ze broskyria stoji na uhlopriecke zdhrady. Akd velkd maoze
byt plocha zdhrady? (M. Mach)

Napad. Pouzite vhodne Pytagorovu vetu, prip. opacnu vetu.

RieSenie. Obdiznik predstavujici pddorys zahrady oznacime ABCD, broskyia na
jednej z jeho uhlopriecok je zastipenad bodom X. Povedzme, Ze dva susedné rohy zo
zadania st A, B a plati |[AX| =5, |BX| = 12, |AB| = 13. (Vsetky dizky st v metroch
a jednotky dalej nepiseme.) Tieto &isla tvoria pytagorejski trojicu, ¢ize plati 52+ 122 =
= 132. Preto je trojuholnik AX B pravouhly s preponou AB, t.j. s pravym uhlom pri
vrchole X.

Bod X moze lezat bud na uhlopriecke AC alebo na uhlopriecke BD, budeme
diskutovat obe moznosti. V kazdom pripade vzdialenost bodu X od druhého vrcholu
na uhlopriecke oznac¢ime z a nezndmu dizku strany obdlZnika ozna¢ime y. Zo zadanjch
informacii uréime y, plocha zédhrady (v $tvorcovych metroch) potom bude rovna 13y.

Y

C B
Z 12
13
X- 5
D A
Obr. 4
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Obr.5

I. Bod X lezi na uhlopriecke AC' (obr.4). Podla Pytagorovej vety pre pravouhlé
trojuholniky ABC a BXC(C' zostavime ststavu dvoch rovnic o dvoch neznamych:

(5+z)% =13 + 42,
y? =122 + 22
Do prvej rovnice dosadime za y? a vypoéitame z:
(5+z)% = 13% + 127 + 22,
25 + 10z + 2° = 169 + 144 + 22,

10z = 288,
144
Dosadime za z do druhej rovnice a vyraz upravime:

o, 14472
2 =12 +<?> — 144 +

20736 24336
25 25

Odtial vyplyva, Ze y = 156/5 a obsah obdlznika ABCD, t.j. plocha zahrady (v $tvor-
covych metroch), je v tomto pripade
156 2028

13- — = —— = 405,6.
5 5 ’

II. Bod X lezi na uhlopriecke BD (obr.5). Podla Pytagorovej vety pre pravouhlé
trojuholniky DAB a DX A zostavime sustavu dvoch rovnic o dvoch neznamych:

(12 + x)? = 13% + 42,
y? = 5% + 2%
Do prvej rovnice dosadime za y? a vypoéitame z:
(12 4 z)? = 13% + 5% + 27,
144 + 24z + 22 = 169 + 25 + 22,

24z = 50,
25
T= 15
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Dosadime za x do druhej rovnice a vyraz upravime:
25\ 2 625 4225
2 2
et —_ — 2 _—
y =5 +<12> Pt T
Odtial vyplyva, Ze y = 65/12 a obsah obdlznika ABCD, t.j. plocha zahrady (v $tvor-
covych metroch), je v tomto pripade

65 845 .
13- B=19 = 70,42.
Pozndmka. Viimnite si vypocet dlzky z. Dvojitym pouzitim Pytagorovej vety sme
v prvom pripade odvodili, Ze 5x = 144, fomu zodpovedd |AX|- |XC| = |XBJ2.
Uvedeny vypocet v podstate dokazuje, Ze tato rovnost plati v Tubovolnom pravouhlom
trojuholniku ABC, kde X je pidta vysky na preponu AC. Toto tvrdenie je zname ako
Euklidova veta o vyske.

Iny napad. Vsimnite si podobné trojuholniky.
Iné riesenie. Pri rovnakom oznaceni ako vyssie mozeme jednotlivé moznosti diskutovat

nasledovne.

I. Bod X lezi na uhlopriecke AC'. Trojuholniky ABC' a AX B st oba pravouhlé
a majui rovnaky vnutorny uhol pri spolo¢nom vrchole A. Tieto trojuholniky st teda
podobné, a preto plati

|BC|  |XB] cie y 12
|AB| — |AX]|’ 13 5

Odtial y = 156/5 a zaver je rovnaky ako v predoslom rieseni.

II. Bod X lezi na uhlopriecke BD. Trojuholniky DAB a AX B st oba pravouhlé
a majua rovnaky vnutorny uhol pri spolo¢nom vrchole B. Tieto trojuholniky su teda
podobné, a preto plati

DAl _JAX| oy _ 5
|AB| | XB|’ 13 12°

Odtial y = 65/12 a zéaver je rovnaky ako v predoslom rieseni.
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