MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie C

1 Kolko z 2022 zlomkov
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ma celoc¢iselntt hodnotu?

(Jaroslav Zhouf)
RieSenie:
Menovatele zadanych zlomkov st prirodzeneé ¢isla od 1 do 2022. Pritom zlomok s danym menovatelom j ma

Citatel ¢ urCeny rovnostou c + j = 2022, teda ¢ = 2022 — j. NaSe zlomky preto maji vyjadrenie 202].2_], t.j.
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pricom j je postupne 2022, 2021, ..., 1. (Hodnoty menovatelov j sme vypisali zostupne, ako je to pri zlomkoch
v zadani.)

Podla zadania je naSou tlohou urcit, kol'’ko zo vSetkych menovatelov j deli prislusného citatela 2022 — j. Vdaka
vykonanej Uprave je nasa tloha zjednoduSena: hladdme pocet tych j od 1 do 2022, ktoré su delitel'mi ¢isla 2022.

KedZe cislo 2022 ma prvociselny rozklad 2 - 3 - 337, jeho delitele sa prave ¢isla 1, 2, 3, 6,337,674, 1011 a 2022,
ktorych je celkom 8. To st teda menovatele j vSetkych uvaZovanych zlomkov s celoc¢iselnymi hodnotami. Ich
Citatele ¢ sd podla vztahu ¢ = 2022 — j postupne ¢isla 2021, 2020, 2019, 2016, 1685, 1348, 1011 a 0.

Poznamka:

Zdoraznime, Ze v Uplnom rieSeni sutaznej tlohy nie je nutné vypisovat 8 zlomkov pozadovanej vlastnosti. Na-
miesto toho je mozné vyuzit fakt, Ze kazdé n tvaru n = pqr, kde p, q, r si navzajom rézne prvocisla, ma
prave 8 delitelov. Ich konkrétny vypis je moZné nahradit kombinatorickou tivahou: Pre ¢islo n uvedeného tvaru
zostavime jeho l'ubovolny delitel' d tak, Ze sa pre kazdé z troch prvocisel p, q, r rozhodneme, ¢i ho do rozkladu d
na prvocinitele zaradit alebo nie. (Ak napriklad nezaradime Ziadne z nich, dostaneme delitel' 1.) Celkovy pocet
moznosti, ako delitel' zostavit, je preto rovny 2 - 2 - 2 ¢ize 8 - ako sme totiz uviedli, pre kazdé z troch prvocisel
p, q, ¥ mame 2 moznosti: bud’ ho zaradime, alebo nie.

Ziatka ma z patminitoviek priemer zndmok presne 1,12. DokaZte, Ze z nich ma aspon 22 jednotiek. (MoZné
znamky su 1, 2, 3,4, 5.)

(Josef Tkadlec)
RieSenie 1:
Najskor vysvetlime, preco viac ako polovica zndmok Ziacky st jednotky. Vyjdeme zo zrejmého poznatku, Ze
ak niektord znamku nahradime lepsou znamkou, priemer znamok sa tiez zlepsi. Keby preto jednotiek bola naj-
viac polovica, tak by sme po pripadnom nahradeni zndmok 3, 4, 5 (ak nejaké existuju) lepsimi dvojkami dostali
priemer aspori 1,5, teda horsi ako 1,12. Jednotiek teda skuto¢ne musi byt viac ako polovica zo vSetkych znamok.

OznacCme teraz s sucet vSetkych znamok a p ich pocet, obe Cisla s a p st zrejme prirodzené. Z rovnosti s/p =
1,12 = 28/25 mame 25s = 28p, takze vzhladom na nestdelitelnost ¢isel 25 a 28 plati, Ze p je nasobok ¢isla
25. Keby teda platilo p > 25, mali by sme p = 50, a tak by jednotiek bolo (podla prvého odseku) viac ako 25.
Zostava preto posudit pripad, ked p = 25 as = 28. Keby pritom jednotiek bolo najviac 21, bol by pocet horsich
znamok aspon 25 — 21 ¢ize 4, a tak by platilo s = 21 + 4 - 2 = 29, a to je spor. Preto aj v pripade p = 25 muselo
jednotiek byt aspon 22.

Poznamka:

Aj ked’ to zadanie tlohy nevyzZaduje, ukdZme, Ze Ziacka mohla mat' z patminuatoviek prdve 22 jednotiek, a to
v jedinom pripade, ked’ okrem nich mala uZ len 3 dvojky. Zachovajme oznacenie nasho rieSenia. Podla neho
v pripade 22 jednotiek muselo byt p = 25 as = 28, takZe znamky horsie ako 1 boli prave tri a ich stucet bol
28 — 22 Cize 6, t.j. iSlo o 3 dvojky.



RieSenie 2:
Oznacme pocet jednotiek, dvojok, trojok, Stvoriek a patiek postupne a, b, c, d, e. Potom plati

1a+2b+3c+4d+56_112_112_28
a+b+c+d+e 77100 25

Posledny zlomok v je v zakladnom tvare, takzZe plati

a+2b+ 3c+4d + 5e = 28k

a+b+c+d+e=25k
pre vhodné kladné prirodzené ¢islo k. Z tychto dvoch rovnosti vyli¢ime hodnotu b, a to tak, Ze od dvojnasobku
druhej rovnice odpocitame prvi rovnicu. Dostaneme

2(a+b+c+d+e)—(a+2b+3c+4d +5e) =225k — 28k,

odkial po dprave vychadza

a =22k +c+2d + 3e.
Vdaka zrejmej nerovnosti ¢ + 2d + 3e > 0 (Cisla ¢, d, e su totiz nezaporné) uz dostavame a = 22k > 22.
Poznamka:

Opat tiez vidime, Ze rovnost a = 22 nastane prave vtedy, ked bude platit k = 1ac + 2d + 3e = 0, t. .
c=d=e=0ab=3.

V trojuholniku ABC oznaéme M stred strany AB, N stred strany AC a P stred tiseCky MN. Dokézte, Ze ak |[MN| =
|AP|, tak BP L CP.

(Patrik Bak, EliSka Macédkova)
RieSenie:
Oznacme Q priesecnik priamky AP s tiseckou BC.
A

B 0 c

Obrazok ndm napoveda, Ze P je stred tusecky AQ a Q je stred tsecky BC. Odlozme na chvilu dékaz tychto dvoch
faktov a ukazme najskor, ako z nich vyplyva tvrdenie tlohy. Predpokladajme teda, Ze plati rovnost |[MN| =
|[BQ| = |€CQ| a|AP| = |PQ]|. Podla zadania dlohy plati v§ak aj rovnost |MN| = |AP|. Dokopy tak dostavame, Ze
useCky BQ, CQ a PQ st zhodné. Bod P preto lezi na tej kruznici so stredom v bode Q, ktorej priemerom je isecka
BC. Podla Talesovej vety to uz znamena, Ze uhol BPC je pravy.

UkaZeme teraz, Ze skuto¢ne P je stred Gise¢ky AQ a Q je stred tise¢ky BC. Usecka MN je stredna priecka trojuhol-
nika ABC,teda MN || BC a [MN| = % |BC|. Vdaka vztahu MN || BC je trojuholnik ABQ podobny trojuholniku

AMP podla vety uu. Pre dizky stran tychto podobnych trojuholnikov tak z rovnosti |[AB| = 2 - |AM| vyplyva
|AQ| = 2 -|AP|a|BQ| = 2 - |[MP|. Podla toho P je stred AQ a |BQ| = 2 - |[MP| = |[MN| = % |BC|, ¢o znamena
prave to, Ze Q je stred BC, ako sme chceli ukazat.

Poznamka:

PopiSme krat$i sposob ako ukazat, Ze P je stred tGsecky AQ a Q je stred tsecky BC. Ak oznacime Q' stred
strany BC, tak z vlastnosti strednych prieCok MQ' a NQ' trojuholnika ABC vyplyva, Ze Stvoruholnik AMQ'N
je rovnobeznik. Jeho uhlopriecky MN a AQ’ sa teda navzajom rozpolujq, takZe sa pretinaji v bode P (ktory je
zadany ako stred usecky M N). Odtial vyplyva, Ze usecka AQ' prechadza bodom P, a tak je nutne Q' = Q, t.j. Q je
stred strany BC a P ako stred uhlopriecky AQ’ je stredom usecky AQ. (Dodajme, Ze potrebné vlastnosti bodov
P a Q je mozné okamZite ziskat pouzitim rovnolahlosti so stredom A a koeficientom 2.




4 Hrame nasledujicu hru. Na zaciatku je na stole k kopok, na ktorych je postupne 1, 2, 3, ..., k Zeténov. V kazdom
tahu vyberieme l'ubovolné dve kopky a odstranime z oboch rovnaky pocet Zeténov. Nasim cielom je, aby na stole
zostal jediny Zetdn. M6Ze sa nam to podarit, ak

a) k=10,
b) k =117

(Radek Horensky)
RieSenie:

a) Pocty Zetonov na kopkach popiSeme desaticou, ktorti nazveme konfiguracia. Vyhovujuci postup je napriklad
takyto:
0. Zaciato¢nd konfiguracia je (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10).

Z 1.a 2. kdpky odoberieme po 1 zZetdne, dostaneme konfiguraciu (0, 1, 3,4,5,6,7,8,9, 10).

Z 3. a 4. kopky odoberieme po 3 Zeténoch, dostaneme konfiguraciu (0,1,0,1,5,6,7,8,9, 10).

Z 5. a 6. kdpky odoberieme po 5 Zeténoch, dostaneme konfiguraciu (0,1,0,1,0,1,7,8,9, 10).

Zo 7. a 8. kdpky odoberieme po 7 Zeténoch, dostaneme konfiguraciu (0,1,0,1,0,1,0,1,9, 10).

Z9.a 10. kdpky odoberieme po 9 zetdnoch, dostaneme konfiguraciu (0,1,0,1,0,1,0,1,0, 1).

Z 2. a 4. kopky odoberieme po 1 Zeténe, dostaneme konfiguraciu (0,0,0,0,0,1,0,1,0, 1).

A N o

Zo 6. a 8. kdpky odoberieme po 1 Zeténe, dostaneme konfiguraciu (0, 0,0,0,0,0,0,0,0, 1).
Na stole teda naozaj ostal jediny Zeton.

b) Celkovy pocet Zeténov na stole je na zaCiatku 1 +2 +3+4+5+ 6+ 7 + 8 + 9 + 10 + 11 CiZe 66, je
teda parny. KedZe v kazdom tahu odstranujeme z dvoch kopok rovnaky pocet Zetdnov, ich celkovy pocet
sa zmens$i o parny pocet, takze nadalej bude parny. To vSak znameng, Ze neexistuje postup, ktorym by sme
zo stola odstranili vSetky Zetony okrem jedného.

5 Nech ABCDE je pravidelny patuholnik. Priese¢nik uhloprie¢ky AC s osou strany AB oznacme F. DokaZte, Ze
trojuholniky ABC a C DF maju rovnaky obsah.

(David Hruska)
RieSenie:
Uvazujme simernost ABCDE podla tej jeho osi, ktora prechadza vrcholom D, o je zaroven aj os simernosti

rovnoramenného lichobeznika ABCE so zakladilami AB a CE. Priese¢nik jeho uhloprieCok AC a BE preto lezi
na osi zakladne AB, je teda bodom F zo zadania tlohy.

Vieme teda, Ze bod F lezi na uhlopriecke BE. Ta je vSak rovnobeznd so stranou CD, a to vdaka sumernosti ABCDE
podla jeho osi, ktora tentoraz prechddza vrcholom A (pozri obrazok). Body F a E tak maju od priamky CD rov-
naku vzdialenost, a preto trojuholnik € DF ma rovnaky obsah ako trojuholnik CDE, ktory je vSak zhodny s troj-
uholnikom ABC. Tym je rovnost obsahov trojuholnikov ABC a CDF dokazana.

Poznamka:

V druhom odseku rieSenia sme mohli postupovat inak: Podobne ako BE || CD platitiez AC || ED (zo sumernosti
ABCDE podla jeho osi idiicej vrcholom B), takZze CDEF je rovnobeZnik (dokonca kosoStvorec, pretoze |CD| =
|DE|), teda obsahy oboch trojuholnikov CDF a CDE st rovnaké - rovnaju sa totiz polovici obsahu spominaného
rovnobeZnika.




6 Urcte najvacsie prirodzené ¢islo n také, Ze n = 10 a pre lubovolnych 10 réznych c¢isel z mnoziny {1, 2, ..., n}
plati nasledujtce tvrdenie: Ak nie je ani jedno z tychto 10 ¢isel prvocislo, tak je stucet niektorych dvoch z nich
prvocislo.

(Jan Mazak)
RieSenie 1:
UkéaZeme, Ze hladané najvacsie n je rovné 21.
Najskor overime, Ze pozadovanu vlastnost nema ziadne prirodzené Cislo n vacsie nez 21. Pre kazdé takéto n
su v doty¢nej mnozine {1, 2, ..., n} zastipené parne ¢isla 4, 6, 8, ..., 22, ktoré nie su prvocisla (kvoli tomu sme
vynechali najmensie parne ¢islo 2) a ktorych je pozadovany pocet 10. KedZe ani stucet Ziadnych dvoch z 10
vypisanych ¢isel nebude prvocislo (opat pdjde o parne cislo vacsie ako 2), tvrdenie tlohy pre tychto 10 ¢isel
neplati. Preto skuto¢ne nevyhovuje zZiadne n vacsie nez 21.

Teraz dokdZeme, Ze 21 pozadovanu vlastnost ma. Ak vyberieme z mnozZiny {1, 2, ..., 21} Tubovolnych (dalej
pevnych) 10 roznych ¢isel, medzi ktorymi nie je Ziadne prvocislo (inak nie je ¢o dokazovat’), vyberieme vlastne
10 roéznych cisel z mnoziny {1,4,6,8,9,10,12, 14,15, 16, 18, 20, 21}. Rozdelime ju pre dalsie ucely na skupinu
neparnych ¢isel N a skupinu parnych ¢isel P:

N ={1,9,15,21},

P =1{4,6,8,10,12,14,16,18, 20.

Vidime, Ze N ma 4 prvky a P ma 9 prvkov. Z toho vyplyva, Ze medzi 10 vybranymi ¢islami je aspon jedno c¢islo z N
(lebo 10 —9 = 1) a aspon 6 Cisel z P (lebo 10 — 4 = 6), teda z P nie st vybrané najviac 3 cisla (lebo 9 — 6 = 3).
Inak povedané, z l'ubovolnych Styroch Cisel z P je aspon jedno vybrané.
RozliSime teraz, ktoré z neparnych cisel 1, 9, 15, 21 je vybrané (uvedené pripady sa nemusia vylucovat):

e Vybrané je Cislo 1.

KedZe 1 + 4,1+ 6,1+ 10, 1 4+ 16 st prvocisla a aspori jedno zo Styroch parnych cisel 4, 6, 10, 16 musi byt
vybrané (podla zaveru predchadzajiceho odseku), tvrdenie tlohy pre vybranych 10 ¢isel plati.

e Vybrané je Cislo 9.
Podobne ako vyssie vyuZijeme Styri sucty 9 + 4,9 + 8,9 + 10,9 + 14.
e Vybrané je ¢islo 15.
Tentoraz uplatnime Styri sucty 15 + 4, 15 4+ 8, 15 + 14, 15 + 16.
e Vybrané je cislo 21.
V tomto pripade vhodné Styri sucty sa 21 + 8,21 + 10, 21 + 16, 21 + 20.
Poznamka:

Existuje vela inych spésobov ako ukazat, Ze pri vybere I'ubovolnych 10 roznych ¢isel z mnoziny
{1,4,6,8,9,10,12,14,15,16,18, 20,21}

bude stucet niektorych dvoch vybranych ¢isel prvocislo. Obvykle je prinich nutné rozobrat viac pripadov ako v na-
Som rieSeni, avSak jeden rafinovany postup Ziadny rozbor v podstate nevyZaduje, a preto ho teraz popiSeme.

Rozdelme tito mnozinu na 9 navzajom disjunktnych podmnozin
{1,4},{6},{8,9}, {10}, {12}, {14, 15}, {16}, {18}, {20, 21}.

KedZe podmnozin je 9, pri vybere I'ubovolnych 10 roznych ¢isel musia byt zrejme vzdy vybrané obe ¢isla z nie-
ktorej dvojprvkovej podmnoZiny. Pre kaZdu z nich je vSak sic¢tom jej prvkov prvocislo.

RieSenie 2:

Budeme riesit inverznu ulohu, a to hladat najmensie prirodzené ¢islo m s opacnou vlastnostou, t. j. také, Ze
m = 10 a existuje 10 ¢isel z mnoziny {1, 2, ..., m} takych, Ze ani jedno z nich nie je prvocislo a ani sucet Ziadnych
dvoch z nich nie je prvocislo. Je totiz zrejmé, za ak takuito vlastnost ma nejaké ¢islo, maju ju aj vSetky vacsie cisla
(staci zobrat tu istu desaticu). Ak bude najdené najmensie ¢islo m s touto vlastnostou vacsie nez 10, hladané
¢islo zo zadania bude m — 1.

VSimnime si, Ze spominand opa¢nu vlastnost ma ¢islo 22. Staci totiZ zobrat' prave ¢isla z mnoziny
{4,6,8,10,12,14, 16,18, 20, 22}.

Vsetky su totiZ parne a vacSie od 2 a to isté plati aj pre ich sucty.



Ukazeme sporom, Ze ¢islo 21 tito opacnt vlastnost nema (a teda ju nema ani Ziadne mensie cislo). Nech teda
existuje desat Cisel z mnoziny {1, 2, ..., 21} takych, Ze prvocisla nie st ani ony a ani stucty ziadnych dvoch z nich.
Prva podmienka znamena prave to, Ze ¢isla budi z mnoziny

{1,4,6,8,9,10,12,14,15, 16,18, 20, 21}.

Je ich 13, takZe méZeme vyradit najviac 3 z nich.

Avsak sucty 4 disjunktnych dvojic {1, 6}, {4, 9}, {8, 15}, {10, 21} st prvocisla (7, 13, 23, 31), takZe z kazdej z nich
musime vyradit asponi jedno c¢islo. To vS8ak znameng, Ze Ziadna vyhovujuica desatica neexistuje. To je vSak spor.

Zhrnutim dostavame, Ze rieSenie inverznej tlohy je 22, a teda rieSenie pévodnej tilohy je 21.




