
MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA 2022/2023
Riešenia úloh školského kola kategórie B

1 Označme𝑀 počet všetkých možných vyplnenı́ tabuľky 3 × 3 navzájom rôznymi prirodzenými čı́slami od 1 do
9. Dƽ alej označme 𝐷 počet tých vyplnenı́, keď je navyše súčin čı́sel v niektorom riadku alebo stlƵpci násobkom 10.
Určte pomer 𝐷 ∶ 𝑀.

(Josef Tkadlec)
Riešenie 1:
UƵ lohu začneme riešiť výpočtom rozdielu 𝑀 − 𝐷, teda počtu zlých vyplnenı́, pri ktorých súčin čı́sel v žiadnom
riadku ani stlƵpci tabuľky nie je násobkom 10. To nastane práve vtedy, keď s čı́slom 5 nie je v rovnakom riadku
ani stlƵpci žiadne párne čı́slo.
Pred týmto výpočtom najskôr ilustrujme situáciu prı́kladom jedného typu zlého vyplnenia. Pozı́cie pre štyri
párne čı́sla 2, 4, 6, 8 a štyri nepárne čı́sla 1, 3, 7 a 9 označı́me pı́smenami p, resp. n:

n 5 n

p n p

p n p

Umiestnenie čı́sla 5 pre zlé vyplnenie môžeme zvoliť 9 spôsobmi. Pri každom z nich potom všetky štyri párne
čı́sla 2, 4, 6, 8musia ležať v polı́čkachmimo riadka i stlƵpca umiestneného čı́sla 5. Také polı́čka sú práve štyri a na
ne môžu byť párne čı́sla rozmiestnené akokoľvek, teda 4! spôsobmi. Ak máme také rozmiestnenie vybraté, tak
čı́sla 1, 3, 7, 9môžu byť na zvyšné štyri doposiaľ neobsadené polı́čka tiež rozmiestnené akokoľvek, teda opäť 4!
spôsobmi. Platı́ teda

𝑀 −𝐷 = 9 ⋅ 4! ⋅ 4!.
Keďže navyše zrejme platı́𝑀 = 9!, dokopy dostávame

1 − 𝐷
𝑀 = 𝑀 − 𝐷

𝑀 = 9 ⋅ 4! ⋅ 4!
9! = 4 ⋅ 3 ⋅ 2

8 ⋅ 7 ⋅ 6 ⋅ 5 = 1
70 ,

odkiaľ
𝐷
𝑀 = 1 − 1

70 = 69
70 .

Hľadaný pomer 𝐷 ∶ 𝑀 je rovný 69 ∶ 70.
Poznámka:
Po úvahe z prvého odseku je možné prejsť k ekvivalentnej úlohe o vyplƵňanı́ tabuľky 3 × 3 jedným čı́slom 5,
štyrmi pı́smenami n a štyrmi pı́smenami p. Pre zodpovedajúce hodnoty𝑀′ a𝐷′ pritom platı́𝑀′ = 9 ⋅ ൫84൯ a𝑀

′−
𝐷′ = 9. Táto obmena však neprináša oproti pôvodnému postupu žiadnu výhodu, navyše je potrebné spomı́nanú
ekvivalenciu doložiť rovnosťami𝑀 = (4!)2 ⋅ 𝑀′ a 𝐷 = (4!)2 ⋅ 𝐷′.
Riešenie 2:
Vyplnenie tabuľky 3 × 3 čı́slami 1, …, 9 nazveme nepárnym, ak je nepárny súčet troch čı́sel v každom riadku aj
v každom stlƵpci tabuľky. V riešenı́ druhej úlohy domáceho kola sme ukázali, že nepárne sú práve tie vyplnenia,
pri ktorých nepárne čı́sla 1, 3, …, 9 zaberajú jeden riadok a jeden stlƵpec tabuľky, a že počet𝑁 všetkých nepárnych
vyplnenı́ je𝑀/14.
Skúmajme opäť vyplnenia, ktoré sme v prvom riešenı́ aktuálnej úlohy nazvali zlé. Tam sme úvahou o riadku
a stlƵpci s čı́slom 5 vlastne ukázali, že každé zlé vyplnenie je nepárne. Nie každé nepárne vyplnenie je však zlé,
ako ukazuje nasledujúci prı́klad:

n p n

p 5 p

p n p



Ukážme, že nepárnych vyplnenı́ je päťkrát viac ako zlých vyplnenı́. Naozaj, pre konštrukciu nepárnych vyplnenı́
zvoľme najprv ten riadok a ten stlƵpec, ktoré budeme vyplƵňať nepárnymi čı́slami. Potom máme pre čı́slo 5 na
výber 5 polı́čok, pritom na zlé vyplnenie povedie jediné z nich. (Po umiestnenı́ čı́sla 5 potom pre zvyšné 4
nepárne čı́sla a všetky 4 párne čı́sla máme vždy rovnaký počet 4! ⋅ 4! spôsobov, ako ich umiestniť.) (Absen‑
ciu tohto dodatku v zátvorke je možné v riešeniach tolerovať.) Platı́ preto 𝑁 = 5(𝑀 − 𝐷), čiže 𝑀 − 𝐷 = 𝑁/5,
odkiaľ vzhľadom na 𝑁 = 𝑀/14 dostávame𝑀 −𝐷 = 𝑀/70, teda 𝐷 = 69𝑀/70, čiže 𝐷 ∶ 𝑀 = 69 ∶ 70.
Riešenie 3:
V oboch predchádzajúcich riešeniach sme volili výhodnejšı́ postup, keď sa vlastne počı́tajú vyplnenia, ktoré
zadaniu úlohy nevyhovujú. Ukážeme teraz, že je schodná aj náročnejšia cesta priameho určenia počtu vyhovujú‑
cich vyplnenı́. Sú to zrejme práve tie vyplnenia, pri ktorých sa niektoré párne čı́slo nachádza v rovnakom riadku
alebo stlƵpci tabuľky ako čı́slo 5.
Všetky vyhovujúce vyplnenia rozdelı́medo skupı́n podľa toho, koľko je dokopypárnych čı́sel v tomriadkuav tom
stlƵpci tabuľky, v ktorých sa nachádza čı́slo 5. Tento počet označı́me 𝑝 a určı́me, koľko vyplnenı́ pre jednotlivé
možné 𝑝 od 1 do 4 existuje (ako už vieme, počet 0majú práve tie vyplnenia, ktoré zadaniu úlohy nevyhovujú).
Tieto počty zapı́šeme vždy v tvare súčinu, ktorého prvý činiteľ bude 9 (počet spôsobov umiestnenia čı́sla 5),
druhý činiteľ bude rovný počtu výberov 𝑝 polı́čok pre párne čı́sla zdieľajúce s čı́slom 5 riadok alebo stlƵpec, tretı́
činiteľ bude rovný počtu spôsobov vyplnenia už vybraných 𝑝 polı́čok niektorými párnymi čı́slami, štvrtý činiteľ
počtu spôsobov rozmiestnenia zvyšných 4−𝑝 párnych čı́sel do 4 polı́čokmimo riadka a stlƵpca čı́sla 5 a napokon
piaty činiteľ 4! bude rovný počtu spôsobov vyplnenia zvyšných 4 polı́čok nepárnymi čı́slami 1, 3, 7 a 9.

𝑝 = 1: 9 ⋅ 4 ⋅ 4 ⋅ (4 ⋅ 3 ⋅ 2) ⋅ 4! = 9 ⋅ (4!)2 ⋅ 16
𝑝 = 2: 9 ⋅ 6 ⋅ (4 ⋅ 3) ⋅ (4 ⋅ 3 ⋅ 2) ⋅ 4! = 9 ⋅ (4!)2 ⋅ 36
𝑝 = 3: 9 ⋅ 4 ⋅ (4 ⋅ 3 ⋅ 2) ⋅ 4 ⋅ 4! = 9 ⋅ (4!)2 ⋅ 16
𝑝 = 4: 9 ⋅ 1 ⋅ 4! ⋅ 1 ⋅ 4! = 9 ⋅ (4!)2 ⋅ 1

Preto platı́
𝐷 = 9 ⋅ (4!)2 ⋅ (16 + 36 + 16 + 1) = 9 ⋅ (4!)2 ⋅ 69.

Dochádzame k výsledku
𝐷
𝑀 = 9 ⋅ (4!)2 ⋅ 69

9! = 4! ⋅ 69
5 ⋅ 6 ⋅ 7 ⋅ 8 = 69

70 .

Pokyny:
V neúplných riešeniach oceňte čiastkové kroky nasledovne:
A0 Uvedenie hodnoty 9! pre počet𝑀: 0 bodov.
A1 Uvedenie prı́kladu nevyhovujúceho vyplnenia tabuľky (pričom je zjavné, že riešiteľ si túto jeho vlastnosť

uvedomuje): 1 bod.
B1 Charakterizácia nevyhovujúcich vyplnenı́ tabuľky (t. j. vlastnosť rozmiestnenia ďalšı́ch čı́sel v závislosti na

pozı́cii čı́sla 5): 3 body.
B2 Určenie jednej z hodnôt (𝑀 − 𝐷)/𝑀 alebo𝑀 − 𝐷 vrátane zdôvodnenia: 2 body, 1 bod za správnu metódu

s numerickou chybou.
C1 Uvedenie pomeru 𝑁 ∶ 𝑀 = 1 ∶ 14 z riešenia úlohy domáceho kola spolu s opisom nepárnych vyplnenı́

(oboje možno vyhlásiť za známe): 1 bod.
C2 Každé nevyhovujúce vyplnenie je nepárne: 2 body so zdôvodnenı́m, 1 bod bez zdôvodnenia.
C3 Uvedenie vzťahu𝑁 = 5(𝑀 − 𝐷): 2 body so zdôvodnenı́m, 1 bod bez zdôvodnenia.
D1 Charakterizácia vyhovujúcich vyplnenı́ tabuľky (t. j. vlastnosť rozmiestnenia ďalšı́ch čı́sel v závislosti na

pozı́cii čı́sla 5): 1 bod.
D2 Rozdelenie všetkých vyhovujúcich vyplnenı́ do štyroch skupı́n podľa celkového počtu párnych čı́sel, ktoré

zdieľajú s čı́slom 5 rovnaký riadok alebo stlƵpec: 1 bod.
D3 Určenie hodnoty𝐷 vrátane zdôvodnenia: 3 body, z toho 2 body za úplnosťmetódy kombinatorického počı́‑

tania a 1 bod za numerickú bezchybnosť.
E Odpoveď zapı́saná v tvare 69 ∶ 70 alebo 69

70 alebo 69/70: 1 bod.

Celkovo potomdajtemaximumzbodov z A1 a súčtu počtu bodov z E amaxima zo súčtu bodov z B1 aB2, zo súčtu
bodov z C1, C2 a C3 a zo súčtu bodov z D1, D2 a D3.

2 Daný je štvorec 𝐴𝐵𝐶𝐷. Na polpriamke opačnej k 𝐶𝐵 ležı́ bod 𝐸 tak, že |𝐵𝐶| = |𝐶𝐸|. Označme 𝐹 stred strany 𝐵𝐶
a 𝑋 kolmý priemet bodu 𝐸 na priamku 𝐴𝐹. Dokážte, že bod 𝐶 je stredom kružnice vpı́sanej trojuholnı́ku 𝐴𝑋𝐸.



(David Hruška)
Riešenie 1:
Podľa zvyčajnej konštrukcie stredu vpı́sanej kružnice stačı́ dokázať, že bod 𝐶 ležı́ na osiach dvoch vnútorných
uhlov trojuholnı́ka 𝐴𝐸𝑋 – tých pri vrcholoch 𝐴 a 𝐸.
Najskôr si všimneme dve vlastnosti úsečky 𝐴𝐸, ktorej priesečnı́k so stranou 𝐶𝐷 označı́me 𝐺: Striedavé uh‑
ly 𝐷𝐴𝐸 a 𝐵𝐸𝐴 sú zhodné (ako je vyznačené na obrázku) a bod 𝐺 je zrejme stredom strany 𝐶𝐷. (Dokázať to
možno niekoľkými spôsobmi: úvahou o rovnobežnı́ku 𝐴𝐶𝐸𝐷 alebo o strednej priečke trojuholnı́ka 𝐴𝐵𝐸, prı́‑
padne použitı́m dvojice zhodných trojuholnı́kov 𝐷𝐴𝐺 a 𝐶𝐸𝐺. Riešitelia však môžu tvrdenia považovať, rovnako
ako my, za zrejmé a nedokazovať ich.)

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐸𝐹

𝐺

𝑋
Keďže 𝐹 a 𝐺 sú stredy strán 𝐵𝐶, resp.𝐷𝐶, zo súmernosti štvorca 𝐴𝐵𝐶𝐷 podľa uhlopriečky 𝐴𝐶 vyplýva zhodnosť
(podfarbených) trojuholnı́kov 𝐷𝐴𝐺 a 𝐵𝐴𝐹. Preto je uhol 𝐷𝐴𝐺 zhodný s (tretı́m červeno vyznačeným) uhlom
𝐵𝐴𝐹 a vďaka súmernej združenosti bodov 𝐹 a 𝐺 podľa priamky 𝐴𝐶 ležı́ bod 𝐶 naozaj na osi uhla 𝐸𝐴𝑋 (ako je na
obrázku vyznačené zelenou).
Teraz si všimnime trojuholnı́ky𝐵𝐴𝐹 a𝑋𝐸𝐹 s pravými uhlami pri vrcholoch𝐵 a𝑋. Keďže sa zhodujú aj v uhle pri
spoločnom vrchole𝐹, sú zhodné aj ich tretie uhly𝐵𝐴𝐹 a𝑋𝐸𝐹 (preto je aj uhol𝑋𝐸𝐹 na obrázku vyznačený červe‑
nou). (Túto zhodnosť môžeme tiež odvodiť pomocou obvodových uhlov 𝐵𝐴𝑋 a 𝐵𝐸𝑋 v kružnici nad priemerom
𝐴𝐸 – tá je totiž opı́saná štvoruholnı́ku 𝐴𝐵𝑋𝐸, pretože oba uhly 𝐴𝐵𝐸 a 𝐴𝑋𝐸 sú pravé.) Dokopy dostávame zhod‑
nosť uhlov 𝐶𝐸𝐴 a 𝐶𝐸𝑋, podľa ktorej bod 𝐶 naozaj ležı́ na osi uhla 𝑋𝐸𝐴.
Riešenie 2:
K zadanému štvorcu𝐴𝐵𝐶𝐷 a určenému bodu𝐸 ešte prikreslı́me dvaďalšie štvorce𝐷𝐶𝐸𝐻 a𝐵𝐼𝐽𝐶 podľa obrázku.
Stred 𝐹 strany 𝐵𝐶 určite ležı́ na úsečke 𝐴𝐽.
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Uvažujme otočenie so stredom 𝐶 a (orientovaným) pravým uhlom 𝐷𝐶𝐵. V ňom sa úsečka 𝐴𝐽 zobrazı́ na na ňu
kolmú úsečku 𝐼𝐸, takže priesečnı́kom týchto dvoch úsečiek je bod 𝑋 zo zadania úlohy (kolmý priemet bodu 𝐸
na priamku 𝐴𝐹 čiže 𝐴𝐽).
Vlastné tvrdenie úlohy dokážeme ako v prvom riešenı́ – overı́me, že bod𝐶 ležı́ na osiach dvoch vnútorných uhlov
trojuholnı́ka 𝐴𝐸𝑋.
Keďže body 𝐽 a 𝐸 sú súmerne združené podľa priamky 𝐴𝐶, ležı́ bod 𝐶 na osi uhla 𝐽𝐴𝐸 čiže 𝑋𝐴𝐸. Podobne
zo súmernosti dvojice bodov 𝐴 a 𝐼 podľa priamky 𝐵𝐸 vyplýva, že jej bod 𝐶 ležı́ na osi uhla 𝐴𝐸𝐼 čiže 𝐴𝐸𝑋.
Poznámka:
Ukážme, že otočenie so stredom 𝐶, ktoré sme využili v prvej časti riešenia, je možné použiť aj na iný dôkaz pre
druhú časť. V tomto otočenı́ totiž okrem𝐴𝐽 → 𝐼𝐸 platı́ rovnako𝐴𝐸 → 𝐼𝐷. Preto existujú dve kružnice so stredom



𝐶: Tej prvej sa dotýkajú úsečky𝐴𝐽 a 𝐼𝐸, tej druhej zase úsečky𝐸𝐴 a 𝐼𝐷. UƵ sečky 𝐼𝐷 a 𝐼𝐸 sú však súmerne združené
podľa priamky 𝐼𝐶, teda obe spomı́nané kružnice splývajú v jednu, ktorá je preto vpı́saná trojuholnı́ku 𝐴𝐸𝑋.
Kvôli pokynom na bodovanie dodajme, že obe časti podaného riešenia sme mohli uviesť v opačnom poradı́:
Najprv označiť priesečnı́k úsečiek 𝐸𝐼 a 𝐽𝐴 ako 𝑋′ a ukázať, že bod 𝐶 je stredom kružnice vpı́sanej trojuholnı́ku
𝐴𝐸𝑋′, až potom odvodiť rovnosť 𝑋′ = 𝑋.
Riešenie 3:
Ukážeme, ako možno myšlienky z oboch predchádzajúcich riešenı́ stručne podať použitı́m základných poz‑
natkov o smerniciach priamok z analytickej geometrie.
Uvažujme karteziánsku sústavu súradnı́c s počiatkom 𝐴 a kladnými polosami postupne 𝐴𝐵 a 𝐴𝐷. V nej má pri‑
amka 𝐴𝐹 smernicu |𝐵𝐹| / |𝐴𝐵| čiže 1/2, zatiaľ čo priamka 𝐴𝐸 má smernicu |𝐵𝐸| / |𝐴𝐵| čiže 2. Keďže tieto dve
smernice sú navzájom prevrátené čı́sla, priamky 𝐴𝐹 a 𝐴𝐸 sú súmerne združené podľa osi prvého kvadrantu,
ktorou však je priamka 𝐴𝐶. Inak povedané, bod 𝐶 ležı́ na osi uhla 𝐸𝐴𝑋.
Keďže súčin smernı́c každých dvoch navzájom kolmých priamok je −1, priamka 𝐸𝑋 kolmá na 𝐴𝐹 má smernicu
−2. Keďže priamka 𝐸𝐴 má opačnú smernicu 2, je os uhla 𝐴𝐸𝑋 rovnobežná s druhou súradnicovou osou, takže
to je nutne priamka 𝐸𝐶. Bod 𝐶 tak ležı́ aj na osi uhla 𝐴𝐸𝑋.
Pokyny:
V neúplných riešeniach oceňte čiastočné poznatky nasledovne:
A0 Priamka 𝐴𝐸 rozpoľuje stranu 𝐶𝐷, striedavé uhly 𝐷𝐴𝐸 a 𝐶𝐸𝐴 sú zhodné, štvoruholnı́k 𝐴𝐵𝑋𝐸 je tetivový: 0

bodov.
A1 Priamka 𝐴𝐶 je osou uhla 𝐸𝐴𝑋: 2 body.
B Priamka 𝐸𝐶 je osou uhla 𝐴𝐸𝑋: 3 body.

C1 Zhodnosť uhlov 𝐶𝐸𝐴 a 𝐵𝐴𝐹: 1 bod.
C2 Zhodnosť uhlov 𝐵𝐴𝐹 a 𝑋𝐸𝐹: 1 bod.
D1 Bod 𝑋 je priesečnı́kom úsečiek 𝐴𝐽 a 𝐸𝐼 z druhého riešenia: 3 body.
D2 Bod 𝐶 je stredom kružnice vpı́sanej trojuholnı́ku s vrcholmi v bodoch 𝐴 a 𝐸 a priesečnı́ku úsečiek 𝐴𝐽 a 𝐸𝐼:

3 body.
Namiesto zhodnostı́ uhlov v C1 a C2 môžu byť uvedené zhodnosti či podobnosti pravouhlých trojuholnı́kov
s týmito uhlami. Prı́padné neúplné analytické riešenie hodnoťte podľa pokynov A1 a B, ak je vedené týmto
smerom.
Celkovo potom dajtemaximum zo súčtu bodov za D1 a D2 a zo súčtu bodov z A1 amaxima z bodov z B amaxima
zo súčtu bodov za C1 a C2.

3 Nech 𝑎, 𝑏 sú kladné celé čı́sla také, že 𝑎2 − 𝑏2 je mocninou 2. Dokážte, že 𝑎2 + 𝑏2 je súčtom dvoch mocnı́n 2.
(Mocninami 2 rozumieme čı́sla 20, 21, 22, …)

(Zdeno Pezlar, Michal Pecho)
Riešenie 1:
Predpokladajme, že kladné celé čı́sla 𝑎, 𝑏 splƵňajú rovnosť 𝑎2 − 𝑏2 = 2𝑚 pre nejaké nezáporné celé čı́slo 𝑚.
Potom zrejme 𝑎 > 𝑏 a (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏) = 2𝑚 , teda aj kladné celé čı́sla 𝑎 + 𝑏 a 𝑎 − 𝑏 musia byť mocninami 2
s celočı́selnými nezápornými exponentmi.
Ak by čı́sla 𝑎 a 𝑏 mali rôznu paritu, obe čı́sla 𝑎 + 𝑏 a 𝑎 − 𝑏 by boli nepárne, a museli by preto obe byť rovné 20
čiže 1. To však nie je možné, pretože 𝑎 + 𝑏 ≥ 2. Cƽ ı́sla 𝑎 a 𝑏 teda musia mať rovnakú paritu, takže obe čı́sla 𝑎 + 𝑏
a 𝑎 − 𝑏 sú párne, a teda mocniny 2 s kladnými exponentmi.
Všimnime si, že platı́

𝑎2 + 𝑏2 = 1
2 ൫(𝑎 + 𝑏)2 + (𝑎 − 𝑏)2)൯ = 1

2(𝑎 + 𝑏)2 + 1
2(𝑎 − 𝑏)2,

pričom oba posledné sčı́tance sú podľa predchádzajúceho odseku mocninami 2 s nezápornými celočı́selnými
exponentmi.
Poznámka:
Je zrejmé, že nájdené mocniny 2 rovné 1

2(𝑎 + 𝑏)2 a 1
2(𝑎 − 𝑏)2 majú nepárne, a teda aj kladné exponenty.

Riešenie 2:
Využijeme opäť rozklad 𝑎2 − 𝑏2 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏), podľa ktorého zo zadania úlohy vyplýva, že platı́ 𝑎 + 𝑏 = 2𝑘
a 𝑎−𝑏 = 2𝑚 pre niektoré nezáporné celé čı́sla 𝑘 a𝑚. Ak sa pozrieme na tieto dve rovnosti ako na sústavu dvoch



rovnı́c s neznámymi 𝑎 a 𝑏, jej vyriešenı́m dostaneme

𝑎 = 1
2(2

𝑘 + 2𝑚) = 2𝑘−1 + 2𝑚−1,

𝑏 = 1
2(2

𝑘 − 2𝑚) = 2𝑘−1 − 2𝑚−1.

Z toho
𝑎2 + 𝑏2 = (2𝑘−1 + 2𝑚−1)2 + (2𝑘−1 − 2𝑚−1)2

= (22(𝑘−1) + 2 ⋅ 2𝑘−1 ⋅ 2𝑚−1 + 22(𝑚−1)) + (22(𝑘−1) − 2 ⋅ 2𝑘−1 ⋅ 2𝑚−1 + 22(𝑚−1))
= 2 ⋅ 22𝑘−2 + 2 ⋅ 22𝑚−2 = 22𝑘−1 + 22𝑚−1.

To už bude hľadané vyjadrenie, ak ukážeme, že celočı́selné exponenty 2𝑘 − 1 a 2𝑚 − 1 sú nezáporné, t. j. že
obe čı́sla 𝑘 a 𝑚 sú kladné. Možno to urobiť rovnako ako v prvom riešenı́, ponúkneme však iný postup: Keby
platilo 𝑘 = 0 alebo 𝑚 = 0, bola by prı́slušná z mocnı́n 22𝑘−1 a 22𝑚−1 rovná 1/2, teda by sa mu museli rovnať
obe mocniny, aby ich súčet 𝑎2 + 𝑏2 bol celým čı́slom. Rovnosť 𝑎2 + 𝑏2 = 1

2 +
1
2 = 1 je však vylúčená, pretože

𝑎2 + 𝑏2 ≥ 1 + 1 = 2.
Poznámka:
Zdruhého riešenia bezprostredne vyplýva, že dvojice (𝑎, 𝑏) splƵňajúce zadanie úlohy existujú, že ich je nekonečne
veľa a že všetky sú tvaru (2𝑢 + 2𝑣 , 2𝑢 − 2𝑣), kde 𝑢 a 𝑣 sú ľubovoľné celé čı́sla s vlastnosťou 𝑢 > 𝑣 ≥ 0.
Pokyny:
V neúplných riešeniach oceňte čiastočné kroky nasledovne:
A0 Overenie tvrdenia úlohy iba pre konkrétne vyhovujúce dvojice 𝑎 a 𝑏 alebo uvedenie rozkladu 𝑎2 − 𝑏2 =

(𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏) bez ďalšı́ch záverov: 0 bodov.
A1 Konštatovanie, že čı́sla 𝑎 + 𝑏, 𝑎 − 𝑏 sú mocniny 2 s celočı́selnými nezápornými exponentmi: 2 body.
A2 Vylúčenie prı́padu, že je niektoré z čı́sel 𝑎 + 𝑏, 𝑎 − 𝑏 rovné 20: 1 bod.
A3 Uvedenie rovnosti 𝑎2 + 𝑏2 = 1

2(𝑎 + 𝑏)2 + 1
2(𝑎 − 𝑏)2: 3 body.

B1 Konštatovanie, že 𝑎 + 𝑏 = 2𝑘 a 𝑎 − 𝑏 = 2𝑚 pre celé nezáporné 𝑘 a𝑚: 2 body.
B2a Vyjadrenie čı́sel 𝑎 a 𝑏 pomocou čı́sel 𝑘 a𝑚: 1 bod.
B2b Odvodenie rovnosti 𝑎2 + 𝑏2 = 22𝑘−1 + 22𝑚−1: 3 body.
B3 Vylúčenie prı́padu, že niektoré z čı́sel 𝑘 a𝑚 z B1 je 0: 1 bod.

Celkovo potom dajte maximum zo súčtu bodov z A1 a A2 a zo súčtu bodov z B1, maxima z bodov z B2a a B2b
a z bodov z B3.


