MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie Z5

1 Naluke bolo 45 oviec a niekol'ko pastierov. Potom ako z liky odisla polovica pastierov a tretina oviec, mali zvySni
pastieri a ovce spolu 126 n6h. Pritom vSetky ovce a vSetci pastieri mali obvyklé pocty noh. Kol'ko pastierov bolo
povodne na luke?

(Libuse Hozova)
Napad:
Kol'ko oviec bolo na ltike po odchode Casti pastierov a oviec?
RieSenie:
Po odchode tretiny oviec ich na like zostali dve tretiny z p6vodného poctu, teda 30 oviec (g -45 = 30). Tie majd
celkom 120 néh (30 - 4 = 120).

Pastieri, ktori na like zostali, mali celkom 6 n6h (lebo 126 — 120 = 6), teda boli 3 (lebo 6 : 2 = 3). Pastierov
odisla polovica, teda p6vodne ich bolo 6 (lebo 3 - 2 = 6).

2 Marta hra hru, v ktorej hada patciferné ¢islo tvorené navzajom réznymi c¢islicami. Priebeh prvych troch kol vy-
zerd takto:

1. kolo 2 6 1 3 8

2. kolo 4 1 9 6 2
3. kolo 8 L. 0 2 5

Farba poli¢ka prezradza nieco o ¢islici v ilom napisanej:

e Zelené policko znamen3, Ze Cislica sa v hddanom ¢isle vyskytuje, a to presne na tom mieste.

o 7lté policko znamen4, Ze ¢islica sa v hddanom ¢isle vyskytuje, ale na inom mieste.

o Sedé policko znamen4, Ze &islica sa v hadanom ¢isle nevyskytuje.
Vysvetlite, ¢i Marta moZe alebo neméze patciferné ¢islo s istotou uhadnut v nasledujicom kole.

(Josef Tkadlec)

Napad:
Ktoré Cislice sa mozu v ¢isle vyskytovat?
RieSenie:
V hadanom c¢isle sa nevyskytuju cislice zo Sedych policok, teda hladané ¢islo neobsahuje Cislice 0, 3, 5, 6, 9.
Zostava prave pat cislic - 1, 2, 4, 7, 8 - ktorych poradie sa postupne pokusime urcit podla zvysnych policok.
V kazdom kroku zohladiiujeme vSetky predchadzajuce zavery:

o Cislica 1 moZe byt jedine na druhom mieste.

o (islica 2 neméze byt ani na druhom, ani na prvom, $tvrtom a piatom mieste. MoZe byt teda jedine na tretom
mieste.

o (islica 8 nemoZe byt ani na druhom a tretom, ani na prvom a piatom mieste. MoZe byt teda jedine na $tvrtom
mieste.

o (islica 4 neméze byt ani na druhom, tretom a $tvrtom, ani na prvom mieste. MoZe byt teda jedine na piatom
mieste.

o (islica 7 nemoZe byt na druhom, tretom, $tvrtom a piatom mieste. MoZe byt teda jedine na prvom mieste.

Ako jedind mozZnost vychadza Cislo 71284, ktoré vyhovuje vsetkym uvedenym poziadavkam. Marta méZe cCislo
s istotou uhadnut, a to napr. vyssie popisanym sp6sobom.

Poznamka:

Sucastou rieSenia je aj popis postupu veduceho k spravnej odpovedi. RieSenie s uhadnutym ¢islom bez prime-
raného zdovodnenia nemozno ohodnotit ako plnohodnotné.

3 Vo Stvorcovej sieti je dany trojuholnik, ktorého vrcholy st uzlovymi bodmi siete:



V dostatoc¢ne rozsirenej sieti nakreslite Styri rozdielne (navzajom nezhodné) mnohouholniky také, Ze ich vrcholy
su tieZ jej uzlovymi bodmi a kazdy z nich ma dvojnasobny obvod, ako méa dany trojuholnik.

(Erika Novotna)
Napad:
Aké typy useciek vidite na obvode daného trojuholnika?
RieSenie:
Obvod trojuholnika je tvoreny tromi hranami siete, jednou uhloprieckou $tvorca 1 X 1 a jednou uhloprieckou
obdlznika 1 X 2.V novych mnohouholnikoch staci vSetky tieto ¢asti pouzit v dvojndsobnom pocte.

To sa da urobit rozlicnymi sp6sobmi. V nasledujicom vybere vyhovujicich mnohouholnikov st zastipené rézne
napady (malo/vela vrcholov, simerné/nesimerné, konvexné/nekonvexné):

V

4 Nikola mala v zoSite napisané jedno trojciferné a jedno dvojciferné cislo. Kazdé z tychto cisel bolo tvorené
navzajom roznymi ¢islicami. Rozdiel Nikolinych ¢isel bol 976. Aky bol ich sucet?

(Libuse Hozova)
Napad:
Ktoré trojciferné ¢isla prichadzaju do Gvahy?
RieSenie 2:
Najvacsie trojciferné ¢islo s navzajom réznymi ¢islicami je 987. Ak by toto bolo jedno z Nikolinych ¢isel, to druhé

by muselo byt 11 (aby rozdiel bol 976). To je dvojciferné Cislo, avsak nie je tvorené roznymi Cislicami, teda
nemohlo byt Nikolinym ¢islom.

Najblizsie menSie trojciferné ¢islo s navzajom réznymi ¢islicami je 986. Ak by toto bolo jedno z Nikolinych ¢isel,
to druhé by muselo byt 10. To je dvojmiestne cislo s roznymi ¢islicami, teda mozné Nikolino cislo.

Ziadna ina dvojica nepripada do tivahy, lebo 10 je najmensie dvojciferné ¢islo. Nikoline &isla boli 986 a 10, teda
ich sucet bol 996.

RieSenie 2:

Mozno uvaZzovat aj obratene, teda od najmensieho dvojciferného c¢isla:



Ak by jedno z Nikolinych ¢isel bolo 10, to druhé by muselo byt 986 (aby rozdiel bol 976). To je trojciferné cislo
s navzajom réznymi ¢islicami, teda mozné Nikolino ¢islo.

Pre dalSie dvojciferné ¢isla s r6znymi cislicami (12, 13, 14, 15, ...) by druhé ¢islo bud’ obsahovalo dve rovnaké
Cislice (988, 989, 990, 991, ...), alebo by nebolo trojciferné (pre dvojmiestne Cisla vacsie ako 23).

Teda Nikoline cisla boli 10 a 986.
Poznamka:

Nie je tazké odhalit vyhovujtucu dvojicu Cisel. Sicastou rieSenia je aj rozbor dalsich moznosti, teda zd6vodnenie,
Ze viac takychto dvojic nie je. RieSenie bez primeraného rozboru nie je mozné hodnotit najlepSim stuptiom.

Tri zaby sa naucili skakat' po rebriku. Kazda dokaze skakat smerom hore aj smerom dole, ale len o urcité pocty
priecok. Zaby zacinaji na zemi a kazda by sa rada dostala na svoju obltibent priecku:

e Mala Zaba vie skdkat o 2 alebo o 3 priecky a chce sa dostat’ na siedmu priecku.

e Stredna Zaba vie skdkat o 2 alebo o 4 priecky a chce sa dostat na prvu priecku.

 Vel'ka zaba vie skakat o 6 alebo o 9 priecok a chce sa dostat na tretiu priecku.
Pre jednotlivé Zaby rozhodnite, ¢i vedia doskocit na svoju oblibent priecku. Ak dno, popiSte ako. Ak nie, vysvet-
lite preco.

(Veronika Bachratd)

Napad:
Ak sa vam nedari dostat na danu priecku, skuste int.
RieSenie:

e Mala Zaba moze postupne skocit hore o 2, 0 2 a o 3 priecky, ¢im sa dostane na siedmu priecku.

e Vel'ka Zaba mo6Ze postupne skocit o 9 priecok hore a o 6 prieCok dole, ¢im sa dostane na tretiu priecku.

e Strednd Zaba vie skdkat len o parne pocty priecok, teda jej dosiahnutelné priecky st vzdy parne. Na prvu

priecku sa tato Zaba nedostane.

Poznamka:

Uvedené priklady pri kladnych odpovediach su najjednoduchsie, ale nie jediné mozné. Mala Zaba mdze napr.
skakat’ patkrat o 2 priecky nahor a raz o 3 priecky nadol, a dostane sa tak na tu istu priecku.

Pokial st tulohy tohto typu riesitelné, potom mavaji neobmedzené mnoZstvo rieSeni. V naSom pripade moZno
navyse povazovat iné (pripustné) poradie skokov za iné riesenia.

Jakub zbiera hracie kocky, v§etky rovnakej vel'’kosti. V¢era naSiel Skatul'ku, do ktorej zacal kocky ukladat. Prva
vrstva kociek pokryla presne Stvorcové dno skatul'ky. Podobne vyskladal pat dal$ich vrstiev, avSak v polovici
nasledujucej vrstvy mu dosli kocky. Dnes dostal Jakub od babicky 18 kociek a s prekvapenim zistil, Ze mu presne
chybali na dokoncenie netplnej vrstvy v skatul’ke. Kol'’ko kociek mal Jakub vcera?

(Michaela Petrova)
Napad:
Kol'ko kociek mal Jakub v kazdej aplnej vrstve?
RieSenie:
Novych 18 kociek od babicky predstavovalo polovicu vSetkych kociek v nedokoncenej (a rovnako ako v kazdej

inej) vrstve. Teda v jednej vrstve bolo 36 kociek (lebo 2 - 18 = 36). Vrstvy st vskutku $tvorcové, a to so 6 radmi
po 6 kockach (lebo 6 - 6 = 36).

Vcera mal Jakub vyskladanych Sest plnych vrstiev a polovicu siedmej. Celkom tak mal 234 kociek (lebo 6 - 36 +
18 = 234).
Poznamka:

V uvedenom rieSeni pre zisteny pocet kociek vo vrstve overujeme, Ze mohli tvorit $tvorec. Naopak je moZné za-
cat’ skisanim moznych rozmerov Stvorcovej vrstvy tak, aby polovica predstavovala 18 kociek. Rychlo dospejeme
k tej istej mozZnosti 6 radov po 6 kockach.

Poznamka:

Polovicu vrstvy je mozné preskladat’ do obdiznika, ktorého jedna strana je polovi¢na vzhladom na stranu druhej.
Cislo 18 je mozné v tomto duchu rozloZit jedine ako 3 - 6. Teda jedna vrstva pozostavala z 6 - 6 ¢iZe 36 kociek.




