MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie Z9

1 Aritmetickd postupnost je takd postupnost’ ¢isel, v ktorej je rozdiel kazdého ¢isla a ¢isla jemu predchadzajiceho
stale rovnaky; tomuto rozdielu sa hovori diferencia. (Napriklad (2, 8, 14, 20, 26, 32) je aritmeticka postupnost
s diferenciou 6.)

Bolek a Lolek mali kaZdy svoju aritmeticki postupnost. Aj Bolkova aj Lolkova postupnost sa zacinala ¢islom
2023 a koncila sa ¢islom 3023. Tieto dve postupnosti mali 26 spolo¢nych cisel. Pomer Bolkovej a Lolkovej dife-
rencie bol 5 : 2. Urcte rozdiel Bolkovej a Lolkovej diferencie.

(Erika Novotna)
Napad:
Bolkovu a Lolkovu diferenciu je mozné vyjadrit pomocou jednej premenne;j.
RieSenie:
Pomer Bolkovej a Lolkovej diferencie bol 5 : 2. Teda Bolkova diferencia bola 5k a Lolkova 2k, kde k je za-

tial' nezname Cislo, ktoré skoro urc¢ime z ostatnych informacii. Rozdiel Bolkovej a Lolkovej diferencie potom
vyjadrime ako 5k — 2k Cize 3k.

Bolkova postupnost’ sa zabola
(2023,2023 + 5k,2023 + 10k, ...)

a Lolkova
(2023,2023 + 2k, 2023 + 4k,2023 + 6k,2023 + 8k, 2023 + 10k, ...)

spolocné ¢isla oboch postupnosti teda tvorili postupnost
(2023,2023 + 10k, 2023 + 20k, 2023 + 30k, ...)

Spoloc¢nych ¢isel bolo 26 a posledné bolo 3023. Pritom 26. ¢islo v postupnosti spolo¢nych ¢isel je 2023 + 250k,
teda k = 4 (lebo 2023 + 250 - 4 = 3023).

Rozdiel Bolkovej a Lolkovej diferencie bol teda 3 - 4 Cize 12.

2 Sud dané dva zhodné rovnostranné trojuholniky ABC a BDE tak, Ze velkost uhla ABD je vacSia ako 120° a mensSia
ako 180° a body C, E lezia v rovnakej polrovine vymedzenej priamkou AD. Priese¢nik CD a AE je oznaceny F.
Urcte velkost uhla AFD.

C E

(Iveta Jancigova)
Napad:
Sucty vnutornych uhlov v trojuholnikoch ¢i mnohouholnikoch poznate.
RieSenie 1:
Vnutorny uhol pri vrchole 4, resp. D v Stvoruholniku AFDB je tieZ vnutornym uhlom trojuholnika ABE, resp.
DBC. Trojuholniky ABE a DBC su podla predpokladov rovnoramenné a navzajom zhodné. Teda vnitorné uhly

pri vrcholoch A4, E, D, C v tychto trojuholnikoch su navzajom zhodné. Vel'kost tychto uhlov zavisi od uhla ABD,
ktory nie je presne vymedzeny. Ozna¢me diskutované uhly podla obrazku:



Sucet vnutornych uhlov v trojuholniku ABE, resp. DBC dava vztah
2a + w — 60° = 180°.
Sucet vnutornych uhlov v Stvoruholniku AF DB déava vztah s hladanym uhlom ¢:
2a+w + ¢ = 360°.

Z prvého vztahu plynie 2a + w = 240°, ¢o spoloc¢ne s druhym vztahom dava ¢ = 120°.

Vel'kost uhla AFD je teda 120°.

RieSenie 2:

Vnutorny uhol v rovnostrannom trojuholniku ma vel'kost 60°. Pri otoceni okolo bodu B o 60° v smere hodi-
novych ruciciek sa bod A zobrazi na C a bod E sa zobrazi na D. Teda priamka AE sa zobrazi na priamku CD.

Uhol AFC, resp. EFD ma preto velkost 60°. Hladany uhol AFD dopiiia tento uhol do priameho uhla, teda ma
velkost 120°.

Poznamka:

Uhol ¢ naozaj nezavisi od vel'’kosti uhla w. Obmedzenia v zadani nie si podstatné a sliZia len na lahSie uchopenie
ulohy. V hrani¢nych pripadoch dostavame Specidlne a spravidla jednoduchSie pripady: Ak w = 120°, tak body C,
E a F splyvaji a ¢ je sictom dvoch vnuitornych uhlov rovnostrannych trojuholnikov. Ak w = 180°, tak dostavame
zadanie ako v dlohe Z7-1-2.

Traja kiizelnici ktizlia s ¢islami, kazdy vsak vie len jedno kuzlo:
e Prvy kdzelnik vie od I'ubovolného ¢isla od¢itat’ ¢islo jedna.
¢ Druhy kuzelnik vie lubovolné ¢islo vydelit ¢islom dva.
¢ Treti kizelnik vie l'ubovolné ¢islo vynasobit ¢islom tri.
Kuazelnici sa pri ¢arovani mozu l'ubovolne striedat, kazdy vSak mdZe svoje ktzlo pocas jedného vystupenia
pouZit najviac patkrat a zZiadny medzivysledok nesmie byt vac¢si ako 10. Pri jednom vystupeni mali z patice
Cisel (3,8,9, 2,4) vykuzlit paticu trojok, pri inom vystipeni mali z tej istej patice ¢isel vykuzlit paticu patiek.
AKko si mohli s problémom poradit? Najdite mozZné rieSenie alebo vysvetlite, preco to mozné nie je.
(Erika Novotna)
Napad:
Ak vam nejde kazlenie priamo, sktiste to nepriamo.
RieSenie:
Paticu trojok mozno vykuzlit, kiizelnici mohli (v lubovolnom poradi) postupovat podla nasledujicej schémy:
e 3
2 -1
e 8-54-3
-1 2 -1
*9-58-54->3
2 -3
e2-51-3
-1
e 43
Ziadne z kuziel nebolo pouzité viac ako $tyrikrat a Ziadny medzivysledok nebol va¢si ako 8.

Paticu patok vykuzlit sice mozno, ale nie s dodato¢nymi obmedzeniami na pocet jednotlivych kuziel a velkosti
medzivysledkov:

Najprv si uvedomme, Ze vSetky medzivysledky musia byt celoCiselné, pretoze povodné i koncové cislo je celé:
Z celého ¢isla mozno necelociselny medzivysledok dostat pouzitim druhého kuzla (v menovateli bude mocnina
2), s danymi typmi kuziel by vSak tieZ vSetky nasledujuce ¢isla neboli celé. K celému ¢islu sa da z necelociselného
medzivysledku dostat’ pouZitim tretieho ktizla (v menovateli bola mocnina 3), s danymi typmi kiiziel by vSak tieZ
vSetky predchadzajuce cisla nemohli byt celé.



:2 -1
Ku koncovému ¢islu 5 je moZné dospiet dvojakym sposobom: bud’ 10 — 5, alebo 6 — 5. Medzivysledok 10
vSak nemoze vzniknut z cisla, ktoré by nebolo vacsie ako 10. Teda patica patiek moze vzniknut jedine jednym
pouzitim prvého kuzla na patici Sestiek:

e ... 655
-1
-1

e ... 655
-1

® e 6 - 5
-1

Tym je maximalny pocet pouziti prvého kiizla vycerpany a otdzka znie, ¢i je mozné vykuzlit paticu Sestiek len
pomocou druhého a tretieho kuzla, z ktorych Ziadne nie je pouZité viac ako patkrat a ziadny medzivysledok nie
je vacsi ako 10.
3
K &islu 6 je mozné dospiet jedinym spésobom, a to 2 — 6. Teda patica Sestiek mdZe vzniknut jedine jednym
pouzitim tretieho ktizla na patici dvojok:
3 -1
3 -1
o oo 2 - 6 - 5
3 -1
3 -1
o oo 2 - 6 - 5
3 -1
Tym je maximdalny pocet pouziti tretiecho kiizla vycerpany a otazka znie, ¢i je moZné vykuzlit paticu dvojok len
pomocou druhého kuzla, ktoré nie je pouzité viac ako patkrat a ziadny medzivysledok nie je vacsi ako 10. To
vSak pre dant péticu cisel (3, 8,9, 2,4) nie je mozné (pre problém s 3 a 9).
S danymi obmedzeniami paticu patiek vykuzlit nemozno, kizelnici by sa do tohto vystipenia radSej pustat
nemali.

N3jdite najmensie kladné celé Cisla a a b, pre ktoré plati

7a3 = 11b°.

(Alzbeta Bohinikova)
Napad:
Oplati sa zamerat na prvocisla.
RieSenie:
Z uvedenej rovnosti vyplyva, Ze medzi prvociselnymi Cinitel'mi a a b musi byt 7 a 11. Pretoze hladame najmensie
vyhovujuce Cisla a a b, m6Zeme predpokladat, Ze iné prvocinitele tieto ¢isla nemaju. Teda

a=7%.11m,
b=7"-11"

kde k, [, m, n st zatial nezndme, ale ¢o najmensie nezaporné celé ¢isla. Po dosadeni do p6vodnej rovnice dosta-
vame

7(7F - 11™)3 = 11(7¢ - 11™)3,
7 (73%-113™) = 11 - (75! - 1157M),
73k+1, 113m — 751, {15n+1
Porovnanim zodpovedajucich ¢initelov dostavame ststavu rovnic
3k +1=5],
3m=5n+1.
Cislak, 1, m,n maju byt ¢o najmensie, takze k = 3,1 = 2, m = 2,n = 1. Z toho uz dostavame

a=73-11% = 41503,



b=7?-11 = 530.
Dosadenim do pévodnej rovnice sa moZeme presvedcit, Ze je to naozaj jej rieSenie.
Poznamka:
Pre zaujimavost dodavame, Ze vSetKky celoCiselné rieSenia zadanej rovnice st
a = 41503 - ¢5,
b =539 ¢3,

7 wrs

kde c je l'ubovolné celé ¢islo.

Na snovom trhovisku pontkla Sfinga cestovatelovi za Styri sny sedem ilazii, dva slofiky a jednu no¢nti moru.
Inému cestovatelovi ponukla za sedem snov Styri ilazie, Styri Slofiky a dve nocné mory. Sfinga je pri svojich
ponukach spravodliva a vymeriava vZdy rovnako. Kol'ko iluzi{ stoji jeden sen?

(Karel Pazourek)
Napad:
Vyjadrite vztahy zo zadania pomocou nezndmych, zasnite sa a hladajte vztahy dalSie.
Riesenie:
Oznacme cenu sna, ilazie, Slofika a no¢né mory postupne ako s, i, f a m. Potom podla zadania plati
4s =7i+2f +m,
7s = 4i + 4f + 2m.

Slofikov a no¢nych mér je v druhej rovnici dvakrat tol’ko, kol'’ko v prvej rovnici. Vyjadrenim tychto komodit z prvej
rovnice a dosadenim do druhej dostaneme vztah medzi snami a ildziami:

4s —7i = 2f +m,
7s =4i+2(2f + m),
7s = 4i + 8s — 14i,
s = 10i.

Jeden sen teda stal 10 ilazii.
Aby vsak bolo rieSenie Uplné, treba eSte ukazat, Ze informacie v zadani nemusia byt iluzérne. Na to staci, aby
sen stal 10 ilazii, Slofik tieZ 1 iliziu a no¢na mora 31 iluzii.
Poznamka:

Zo zadania nie je mozné urcit zvySné nezname, iba odvodzovat ich dalSie vztahy, presnejsie povedané inak
vyjadrovat zadané vztahy.

Pre dané rovnice, je mozné akukolvek ich manipulaciou (pouZitou sti¢asne na obe ich strany) odvodit opat
platnd rovnicu. Pri rieSeni linearnych rovnic m6zeme eliminovat nezname vhodnymi linedrnymi kombinaciami
danych rovnic. Nas pripad je Specidlny v tom, Ze je mozZné eliminovat’ dve zo Styroch neznamych naraz: rozdiel
druhej rovnice od dvojnasobku prvej dava

85 —7s=14i+4f +2m — 4i — 4f — 2m,
s = 10i.
To je len inak uchopeny ten isty postreh ako v uvedenom rieseni.
Poznamka:
Sustava rovnic
4s =T7i+ 2f + m,
7s = 4i+4f + 2m
ma nekonecne mnoho rieseni (i, s, f, m), ktoré je mozné vyjadrit napr. v tvare
s = 10i,
m = 33i — 2f,

Y4

kdeia f mézu byt l'ubovolné ¢isla. VSetky rieSenia st linedrnymi kombinaciami stvoric (0,0, 1, —2) a (1, 10, 0, 33).
Poznamka:



Aj pre hadanim a pokusmi odhalené rieSenie bude urcite platit s = 10i. ZovSeobecnenie typu ,Pripad i = 1,
s =10, f = 0,m = 33 je rieSenim, teda s = 10i.“ vSak nemoZno bez dodato¢ného vysvetlenia povazovat
za vyhovujuce rieSenie ulohy.

Vrcholy $tvorca ABCD spaja lomena ¢iara DEFGHB. Uhly DEF, EFG, FGH, GHB su pravé a usecky DE, EF, FG,
GH, HB meraju postupne 6 cm, 4 cm, 4 cm, 1 cm, 2 cm. Urcte obsah Stvorca ABCD.

D C

(Monika Dillingerova)
Napad:
Dala by sa z poldmanej uhlopriecky urcit ta skutocna?
RieSenie:
Zo zadania je mozné urcit uhlopriecku stvorca, odkial’ uz l'ahko vyjadrime jeho obsah.

Uhlopriecku DB interpretujeme ako preponu v pravouhlom trojuholniku DK B, ktorého odvesny st rovnobeZné
s Castami danej lomenej ¢iary (doplnené pomocné stvoruholniky su obdlzniky):
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Potom plati

|IDK| = |DE| + |FG|+ |HB| =6cm+4cm + 2cm = 12 cm,
|[KB| = |EF|+|GH| =4cm+ 1cm = 5cm.
Podla Pytagorovej vety plati

IDB|* = |DK|* + |KB|* = (12 cm)? + (5cm)? = 169 cm?.
Obsah stvorca ABCD je rovny polovici obsahu $tvorca, ktorého strana je uhloprieckou stvorca ABCD, t. j.

1 2
S(ABCD) = > |IDB|” = 84,5 cm?.

Poznamka:

Posledny vztah je moZné povaZovat za dobre znamy, takZe ho nie je nutné odvodzovat. Nazorne je mozné tento
vztah znazornit takto:
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Z Pytagorovej vety v trojuholniku BAD vieme, Ze IDBI2 =2 IABIZ, teda IABI2 = % IDBIZ, o je prave obsah
Stvorca ABCD.




