MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RiesSenia uloh okresného kola kategorie Z9

1 N43jdite vSetky Stvorciferné cisla, ktoré maju presne pat Stvorcifernych a presne devat jednocifernych delitelov.
(Svetlana Bednatova)
RieSenie:
Hladané ¢isla maju mat delitela 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, teda musia byt delitelné ich najmens$im spolo¢nym na-
sobkom: 5 -7 - 8 -9 Cize 2520. Ak budeme odteraz skusat nasobky ¢isla 2520, budd mat tiez tych istych jedno-
cifernych delitelov. Odlisny vSak bude pocet ich stvorcifernych delitelowv.

Ako prvé vyskisame priamo ¢islo 2520. Cislo 2520 je $tvorciferné, ale ma len dvoch $tvorcifernych delitelov, a to
2520 a 1260, a najbliz§im mensim delitelom je 840.

Dal3im nasobkom ¢isla 2520 je 5040. Toto &islo je $tvorciferné a ma prave pat’ $tvorcifernych delitelov, a to 5040
(ono samo), 2520 (polovica), 1680 (tretina), 1260 (Stvrtina), 1008 (patina).

Dalsim nasobkom ¢&isla 2520 je 7560. Toto &islo je $tvorciferné, ale ma viac ako pat $tvorcifernych delitelov: 7560
(ono samo), 3780 (polovica), 2520 (tretina), 1890 (Stvrtina), 1512 (patina), 1260 (Sestina), 1080 (sedmina).

Dalsie nasobky polozky 2520 uZ nie st $tvorciferné.
Jedinym rieSenim ulohy je ¢islo 5040.
Pokyny:

2 body za najmensi spolo¢ny nasobok jednocifernych delitelov; 2 body za postupny rozbor moznosti; 2 body
za zaver a kvalitu komentéara.

2 Trojuholnik ABC ma stranu AC dlha 24 cm a vy$ku z vrcholu B dlht 25 cm. Strana AB je rozdelend na pat zhod-
nych casti, deliace body sd postupne od A k B oznacené K, L, M, N. Kazdym z tychto bodov prechddza rovnobezka
so stranou AC. Priese¢niky rovnobeZziek so stranou BC st postupne od B k C oznacené O, P, Q, R.

Vypocitajte sucet obsahov lichobeznikov KLQR a MNOP.

(Iveta Jancigova)
RieSenie 1:
Obsah celého trojuholnika ABC je % - 24 cm - 25 cm ¢ize 300 cm?.
Rovnobezky so stranou AB prechadzajice bodmi O, P, Q, R arovnobezky so stranou BC prechadzajice bodmi K,
L, M, N rozdeluju trojuholnik ABC na mensie navzajom zhodné trojuholniky. Vzajomna zhodnost trojuholnikov

plynie z konstrukcie a zakladnych viet o zhodnostiach trojuholnikov (sus, sss, usu). Najmensimi dielikmi v tomto
deleni su trojuholniky zhodné s trojuholnikom NBO a tych je dokopy 25.

Obsah trojuholnika NBO je % - 300 cm? ¢ize 12 cm?. Lichobeznik KLQR, resp. MNOP pozostava zo 7, resp. z 3
takych trojuholnikov. Stuc¢et obsahov tychto lichobeznikov je teda (7 + 3) - 12 cm? ¢ize 120 cm?.



RieSenie 2:

Trojuholnik ABC doplnime do rovnobeznika ABDC. Stvorica rovnobeZiek po predizeni deli rovnobeznik na pat
zhodnych rovnobeznikov:
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Obsah celého rovnobeznika ABDC je 24 cm - 25 cm ¢iZe 600 cm?.
Sucet obsahov dvoch rovnobeznikov vyfarbenych sivou je é - 600cm? ¢ize 240 cm?.
Trojuholniky ABC a DCB su zhodné, a to vratane vyfarbenych casti. Teda sticet obsahov lichobeznikov KLQR
a MNOP je rovny polovici stictu obsahov sivych rovnobeznikov: % - 240 cm? ¢&ize 120 cm?.
RieSenie 3:
Trojuholniky ABC, KBR, LBQ, MBP a NBO st navzajom podobné, pretoZe maja spolo¢ny uhol vo vrchole B

a k nemu protilahlé strany si navzajom rovnobezné. Koeficienty podobnosti medzi prvymi a zvy$Snymi Styrmi
. s ot 432 1
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C A
Obsah celého trojuholnika ABC je % - 24 cm - 25 cm ¢ize 300 cm?.
Obsahy trojuholnikov NBO, MBP, LBQ, KBR su postupne
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Obsah lichobeznika KLQR je rozdielom obsahov trojuholnikov KBR a LBQ, obsah lichobeznika MNOP je roz-
dielom obsahov trojuholnikov MBP a NBO. Stcet obsahov tychto dvoch lichobeznikov je teda

(192 cm? — 108 cm?) + (48 cm? — 12cm?)  ¢&ize 120 cm?.

Poznamka:

Vo vSetkych uvedenych rieSeniach moZno namiesto postupného vycislovania obsahov pracovat s vyrazmi vy-
jadrujicimi zavislost na obsahu trojuholnika ABC a hodnoty zo zadania dosadzovat az nakoniec. Ak obsah troj-
uholnika ABC oznacime S, tak vypocty v prvom, druhom a tretom rieSeni zodpovedaji postupne
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2 body za pociatocné tivahy (delenie, doplnenie, resp. zhodnosti/podobnosti); 2 body za pomocné vypocty
a vysledok; 2 body za kvalitu komentara.

Pokyny:

Pomocou premennej n boli zapisané nasledujuice $tyri vyrazy:
2023n, n?+n+23, 3n3 10n? +2023.

Vyraz nazveme nepdrnotvorny, ak pre kazdé prirodzené ¢islo n plati, Ze hodnota vyrazu je neparna. Rozhodnite,
ktoré z uvedenych Styroch vyrazov st neparnotvorné, a zdévodnite preco.

(Libuse Hozova)
RieSenie:
Pri rieSeni ulohy si vystacime so zndmymi poznatkami o suctoch a sticinoch parnych (P) a neparnych (N) ¢isel,
ktoré v skratke pripominame v nasledujucich tabul'kach:
FIPIN]  [IPIN]
P P|N P|P|P
NI|N|P N|P|N

Prvy vyraz 2023n je sicinom nepdarneho ¢isla s n, teda vysledok zavisi od parity n. Hodnota tohto vyrazu teda
nie je vZdy neparna (napr. ak n = 2, tak 2023n = 4046).

V druhom vyraze je n? + n vidy parne ¢&islo: Pre n parne, resp. neparne ide o sticet dvoch parnych, resp. dvoch
neparnych ¢isel. Zostavajuci s¢itanec je neparne &islo, teda pre akékolvek n je hodnota vyrazu n? + n + 23 vzdy
neparna.

Treti vyraz 3n3 je sti¢inom neparneho ¢isla s n3, teda vysledok zavisi od parity n. Hodnota tohto vyrazu teda nie
je vzdy neparna (napr. ak n = 2, tak 3n? = 24).

Vo $tvrtom vyraze je 10n? vzdy parne ¢&islo, pretoZe 10 je parne ¢islo. Zostavajuci séitanec je neparne &islo, teda
pre akékolvek n je hodnota vyrazu 10n? + 2023 vzdy neparna.

Neparnotvorné st teda vyrazy n? + n + 23 a 10n? + 2023.

Poznamka:

Vyssie diskutovana neparnost’ ¢asti druhého vyrazu vyplyva aj zo vztahu n? + n = n(n + 1). Na prave;j strane je
sucin dvoch po sebe iducich cisel, je to teda sticin parneho a neparneho cisla alebo naopak.

Pokyny:

Po 1 bode za kazdu spravnu a odévodnenti odpoved; 2 body za celkovt kvalitu komentara.

Vistom mnohouholniku plati, Ze pomer stictu vel'kosti jeho vnttornych uhlov a stctu vel’kosti k nim doplnkovych
uhlovje 3 : 5.

Kol'ko vrcholov ma tento mnohouholnik?
(DopInkovy uhol dopliia dany uhol do uhla plného.)

(Iveta Jancigova)



RieSenie 1:
Sucet velkosti vnutornych uhlov v kazdom trojuholniku je 180°, Stvoruholniku 360° a tak dalej. VSeobecne plati,
Ze kazdy n-uholnik je mozné zlozit z n — 2 trojuholnikov, teda sucet jeho vnutornych uhlov je (n — 2) - 180°.

Sucet vel'kosti doplnkovych uhlov v§eobecného n-uholnika je
n-360°—(n—2)-180° cize (n+2)-180°.

Pomer tychto dvoch hodnoét je (n — 2) : (n + 2), o ma podla zadania byt 3 : 5. Ekvivalentnymi Gpravami

dostavame:
n—2 3

n+2 5
5n—10=3n+6,

2n = 16,

n=8.

Nezndmy mnohouholnik je 8-uholnik.

RieSenie 2:

Sucty velkosti vnatornych, resp. doplnkovych uhlov st vo vSetkych mnohouholnikoch s rovnakym poctom vr-
cholov rovnaké. Preto sa staci zaoberat' (napr.) len pravidelnymi mnohouholnikmi.

Pravidelny n-uholnik je moZné zloZit z n navzajom zhodnych rovnoramennych trojuholnikov. Vnitorny uhol
pri hlavnom vrchole trojuholnika ma vel'’kost’ ;360 , sucet vnutornych uhlov pri zdkladni sa rovna vnitornému

uhlu pravidelného n-uholnika a ma vel'’kost 180° — % - 360°. Doplnkovy uhol pravidelného n-uholnika ma teda

vel'kost 1 L
360° — (180° — . 360°) cize 180°+ . 360.

Sucty vel'kosti vnutornych a vonkajsich uhlov st postupne
n(180° - 1 360°) cize (n-—2)-180°,
n

1 . ]
n(180 +;-360) Gize (n+2)-180°

Pomer tychto dvoch hodnét je (n — 2) : (n + 2), ¢o ma byt 3 : 5. Odtial rovnakymi ekvivalentnymi dpravami
ako vyssie dostavame n = 8.
Nezndmy mnohouholnik je 8-uholnik.



Pokyny:

2 body za pripravné vyjadrenia v zavislosti na n; 2 body za zostavenie a dorieSenie rovnice; 2 body za kvalitu
komentara.

RieSenie 3:

Rovnako ako v predchadzajicom rieSeni sa zameriame len na pravidelné mnohouholniky, resp. na ich delenie
na navzajom zhodné rovnoramenné trojuholniky (pozri obrazky vyssie).

V pravidelnom mnohouholniku je pomer stuctov vel’kosti vnitornych a doplnkovych uhlov rovnaky ako pomer
vel'kosti tychto uhlov pri kazdom jeho vrchole. Tento pomer je 3 : 5 prave vtedy, ked’ vnutorny uhol nezname-
ho mnohouholnika ma velkost g - 360° c¢iZze 135° (lebo 3 + 5 ciZe 8 dielov zodpoveda plnému uhlu). Uhol pri
hlavnom vrchole pomocného rovnoramenného trojuholnika, t. j. stredovy uhol mnohouholnika, je 45° (aby stcet
vnutornych uhlov trojuholnika bol 180°). Tento uhol je osmina plného uhla. Neznamy mnohouholnik je preto
8-uholnik.

Poznamka:

Predchadzajtici napad je moZné spracovat postupnym vyjadrovanim stredového, vnitorného, resp. doplnkového
uhla pravidelného n-uholnika v zavislosti na n a kontrolou pozadovaného pomeru:

[ n [ stredovy [ vnutorny

doplnkovy [ pomer |

3 120° 60° 300° | 1:5
) 90° 90° 300° || 1:3
5 72° 108° 300° || 3:7
6 60° 120° 300° || 1:2
7 % -360° % -900° ; 1620° | 5:9
8 45° 135° 225° [ 3:5

Z geometrickej predstavy vyplyva, Ze pre zvac¢Sujuce n hodnota pomeru vnutorného a doplnkového uhla po-
stupne rastie k 1 : 1. Teda ak ma tloha rieSenie, tak toto rieSenie je jediné.

Pokyny:
Po 2 bodoch za velkosti vnitorného a stredového uhla pravidelného mnohouholnika; 2 body za doriesenie
a kvalitu komentara.

Pri postupnom skusani zohladnite uplnost komentara. Nahodne odhalené nezdévodnené rieSenie hodnotte 2
bodmi.

Pri kazdej tlohe sa za akékolvek tiplné riesenie prideluje 6 bodov.

Ak Zziak riesi ulohu postupom, ktory sa odliSuje od vSetkych tu uvedenych rieseni, ale tilohu nevyriesi tiplne, bodovacia schéma sa zvoli tak, aby
o najlepsie koreSpondovala s navrhom hodnotenia tu uvedenym.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

Opét upozornujeme na moznost zverejnit vysledkovi listinu okresného kola na oficialnej stranke Slovenskej komisie MO https://skmo.sk. Staci
poslat vysledkovi listinu e-mailom na adresu skmo@skmo.sk v takom formate, v akom si ju Zelate zverejnit na internete.

Prosime, aby ste dodrzali oznacenie poradia podla nasledovného prikladu: Ak prave 5 Ziakov dosiahne viac bodov ako Ziak X. Y. a prave traja Ziaci
(vratane X. Y.) dosiahnu rovnako vela bodov ako X. Y., tak ziakovi X. Y. patri v poradi 6.-8. miesto, pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym
postupom sa urcuje umiestnenie vSetkych ziakowv.
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