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61. ro¢nik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia tloh krajského kola kategorie A

1. Oznacme S, sucet vsetkych n-cifernych cisel, ktorych dekadicky zapis obsahuje iba
cifry 1, 2, 3, kazdi aspon raz. Ndjdite vsetky celé ¢isla n = 3, pre ktoré je cislo Sy,
delitelné siedmimi. (Pavel Novotny)

RieSenie. Sucet S, najdeme tak, Ze zistime, kolkokrat sa ktora cifra nachadza vo
vSetkych uvazovanych ¢islach na mieste jednotiek, desiatok, stoviek, atd. Potom uréime,
aky je ,prispevok” jednotlivych cifier do celkového suctu.

Ak je cifra 1 na mieste jednotiek, tak zvysnych n — 1 pozicii moézeme zaplnit 37!
sposobmi (pre kazda poziciu mame tri moznosti). Takto sme ale bohuzial zapocitali aj
¢isla zlozené len z jednotiek a dvojok, teda cisla neobsahujice aspor jednu cifru 3; tych
je zrejme 2" 1. Takisto nesmieme zapocitat ani ¢isla zloZené len z jednotiek a trojok,
ktorych je tiez 2"~ !. (Stale pocitame s cifrou 1 na mieste jednotiek.)! Kedze &islo
zlozené zo samych jednotiek sa nachadza v obidvoch nespravne zapocitanych skupinach
(a ziadne iné také ¢islo nie je), navySe sme zapocitali 2 - 271 — 1 &isel. Cifra 1 sa teda
na mieste jednotiek nachadza k-krat, pricom k = 3"~ —(2.2771 —1) =371 — 27 4 1.

Rovnako vela krat sa nachadza cifra 1 aj na kazdej dalSej pozicii (za rovnakych
podmienok zapliame vzdy n—1 zvysnych pozicii). Pre prispevok p cifry 1 do celkového
suctu preto plati

10" —1
p =k 10k + 100k + -+ 10"k = (1410 4100+ - 10" )k = ——k.

.....

kedZe na jednotlivych pozicidch sa tieto cifry nachéddzaju rovnako vela krat ako cifra 1.
Spolu mame

10" —1 2
Sn=p+2p+3p=0p=06-—5—k= 5(10” 13"t —2" +1).
Toto ¢islo je delitelné prvocislom 7 prave vtedy, ked je nim delitelny aspon jeden z ¢ini-
telov 10" — 1, 3"~1 — 27 + 1 (Cinitel % delitelnost siedmimi samozrejme neovplyviiuje).
VypiSeme cinitele pre malé hodnoty n a vypiSeme tiez ich zvysky po deleni siedmimi.

n 1 2 3 4 5 6 7 8
10" -1 9 99 999 | 9999 99999 [999999| ...
zvysSok po deleni 7 2 1 5 3 4 0 2 1
3n-l—on 41 0 0 2 12 50 180 602 | 1932
zvysok po deleni 7 0 0 2 5 1 ) 0 0

Ako mozno uhddnut z tabulky, postupnost zvyskov ¢initela 10™ — 1 po deleni sied-
mimi je tvorend Sesticou 2, 1, 5, 3, 4, 0, ktora sa periodicky opakuje?. Dokazat to mozeme

! Cisla majice na zvysnych n — 1 poziciach len dvojky a trojky zapocitavat budeme, pretoze pozado-
vanu aspoii jednu (a zaroven prave jednu) cifru 1 maji na mieste jednotiek.

2 Pri vyplnani tabulky nemusime pracne delif siedmimi &isla 10™ — 1. Staéi vyuzit, ze 10"+ dava po
deleni siedmimi rovnaky zvysok ako 10-nasobok zvysku cisla 10™.
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napriklad tak, Ze ukdZeme, ze ¢isla 10" — 1 a 1076 — 1 d4vaju pre kazdé prirodzené n
po deleni siedmimi rovnaky zvysok, teda Ze ich rozdiel je delitelny siedmimi:

(1078 — 1) — (10" — 1) = 10"*° — 10" = 10"(10° — 1) = 7 - 142857 - 10".

(Pri poslednej uprave sa mozno vyhnat priamemu deleniu a skonstatovat, ze z malej
Fermatovej vety vyplyva 7 | 106 — 1.)

Postupnost zvyskov ¢initela 37! — 2" + 1 po deleni siedmimi je taktiez periodicka
a tvori ju opakujuca sa Sestica 0, 0, 2, 5, 1, 5, pretoze rozdiel

(371—1—5 - 2n+6 _|_ 1) - (377,—1 o 27’L + 1) — (3n+5 . 377,—1) . (27’L+6 . 277,) —
=313 -1)—-2"(2° —1)=7-(104-3""1 —9.2")

je pre kazdé prirodzené n delitelny siedmimi.

Z uvedeného vyplyva, ze S, je delitelné siedmimi (t.j. ddva zvySok 0 po deleni
siedmimi) prave pre tie prirodzené ¢isla n = 3, ktoré mozno zapisat v tvare 6m, 6m + 1
alebo 6m + 2 pre nejaké prirodzené cislo m, ¢ize pre ¢isla n davajice po deleni Siestimi
zvysok 0, 1 alebo 2.

Za spravne rieSenie ulohy dajte 6 bodov. Za odvodenie vzorca pre vypocet S, dajte 3 body; za
kompletni analyzu, pre ktoré n je 10® — 1, resp. 3"~ 1 — 2" 4 1 delitelné siedmimi, dajte 1 bod,
resp. 2 body.

Pri analyze vyrazu 10™ — 1 bod udelte aj v pripade, Ze riesitel len bez dokazu prehlasi, ze po-
stupnost zvyskov je periodickd od prvého opakujiceho sa ¢lena, nakolko tato skutocnost je dostatocne
evidentna a zndma. Pri vyraze 3" ~1 — 2" 41 je periodickost s periédou dizky 6 nutné zdévodnit (napr.
tak, ako je uvedené v rieseni, alebo osobitnou analyzou zvyskov jednotlivych mocnin 37~1 a 2™), bez
toho z dvoch bodov jeden strhnite.

Ak ziak nespravne odvodi vzorec pre S, tak, Ze zapoclita aj ¢isla zlozené len z dvoch réznych
cifier, t.j. pracuje so vztahom S, = %(10" —1)3"~1 za prva éast udelte 1 bod (za spravne urcenie
jednotlivych prispevkov, resp. iné odvodenie tohto vztahu) a za druhu ¢ast tiez 1 bod (za spravnu
analyzu delitelnosti siedmimi vyrazu 10™ — 1&, spolu teda najviac 2 body.

Ak ziak odvodi vzorec v tvare S, = $(10" — 1)(3"~1 — 2™) (t.j. nespravne aplikuje princip
inklazie a exklizie a zabudne pripoéitat 1), ktory dalej analyzuje sprévne, za prva cast dajte 1 bod
a za druht 2 body (po jednom za kazdy ¢initel), teda spolu najviac 3 body.

2. Dané€ je celé ¢islo a vicsie ako 1. Ndjdite aritmeticki postupnost s prvym clenom a,
ktord obsahuje prdve dve z ¢isel a?, a3, a*, a® a md ¢o najvicsiu diferenciu. (Nepred-

pokladame, Ze diferencia je nutne celociselnd.) (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Aritmetickd postupnost A s prvym ¢lenom a a kladnou diferenciou d obsa-
3 4

huje prave tie z ¢isel a2, a3, a*, a®, pre ktoré je prislusny rozdiel
a“—a=a
a®—a=ala—

(1)

celym nasobkom ¢isla d. Predpokladajme, Ze A obsahuje prave dve z ¢isel a?, a3, a?,

5
a’.
Ak a? € A, tak prvy rozdiel a(a — 1) je celym nasobkom d. Kedze a € Z, sti potom

aj ostatné tri rozdiely v (1) (ktoré st o¢ividne celo¢iselnymi nasobkami prvého rozdielu)
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celymi nasobkami d. To vSak znamen4, ze A obsahuje vSetky &isla a2, a3, a*, a®, ¢o je
v spore s predpokladom, ze obsahuje prave dve z nich. Preto a? ¢ A, teda A obsahuje
prave dve z ¢isel a?, a?, a®.

Ak a® ¢ A, tak nutne a?,a® € A, ¢ize vyrazy

teda a? € A, ¢o je spor. Preto a® € A.

Dokézali sme, Ze hladan4 aritmetickd postupnost .4 musi obsahovat &slo a3. Pre
jej diferenciu d tak plati odhad d < a® — a, pricom rovnost nastane (t. j. diferencia bude
najvicsia) v pripade, ze a® je jej druhym ¢lenom. Aritmetickd postupnost s prvym
¢lenom a a diferenciou d = a® — a uréite neobsahuje ¢islo a?, obsahuje a® a obsahuje aj
a+ (a®>+1)(a® —a) = a®. Stadéi uz iba overit, ze neobsahuje a*. To vyplyva z toho?, Ze
vyraz

a*—a at—a a2+a+1_ 1

d a® —a a+1 CL+a—|—1

nie je celym c¢islom pre ziadne kladné celé cislo a.

Zaver. Hladana postupnost je aritmetickd postupnost s prvym ¢lenom a a diferenciou
d=a®— a.

Pozndmka. Ak uhddneme vysledok a ukazeme, Ze postupnost s diferenciou d = a® — a

obsahuje a?, a® a neobsahuje a2, a*, na dokonéenie rieSenia uz staci ukézat iba to, Ze
diferencia neméze byt vicsia ako a® — a. Ak je vsak diferencia vicsia, tak A zrejme
neobsahuje a? ani a®, musi teda obsahovat a* aj a® a z toho rovnako ako v uvedenom
rieSeni mo#no odvodit a? € A a tym dojst k sporu.

Za spravne riesenie ulohy dajte 6 bodov.

Ak ziak spravne odvodi odhad d < a3 — a, skonstatuje, ze najvicsia mozna diferencia je a3 — a,

ale neukéZe, %e postupnost s touto diferenciou vyhovuje, dajte len 4 body. Dalsi 1 bod dajte az za

overenie, Ze v tomto pripade a® € A, resp. 1 bod za dokaz, ze a* ¢ A.
3

5 4

Ak naopak ziak ukaze, Ze postupnost s diferenciou a3 — a obsahuje a3, a® a neobsahuje a?, a?,

ale nevysvetli, preco diferencia neméze byt vicsia, dajte len 3 body.

V pripade, Ze sa riesitel nedostane k tivaham o diferencii a® — a, dajte 1 bod za dokaz, ze a? ¢ A
(t.j. za dokaz implikacie a®> € A = a3,a*,a’ € A), 1 bod za dokaz implikacie a® € A = a® € A a
3 body za dokaz implikacie a*,a® € A = a? € A; spolu vsak v tejto vetve najviac 4 body.

3 Argumentovat mozno aj takto: V predoslom odseku sme vieobecne dokazali, ze ak a*,a® € A, tak
a? € A. My uz o A vieme, Ze obsahuje a® a neobsahuje a?. Preto neméze obsahovat a*.
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3. Do kruznice je vpisany Sestuholnik ABCDEF, v ktorom plati AB L BD, |BC| =
= |EF|. Predpokladajme, Ze priamky BC, EF pretinaji polpriamku AD postupne
v bodoch P, Q. Oznacme S stred uhlopriecky AD a K, L stredy kruznic vpisaniych
trojuholnikom BPS, EQS. Dokdzte, Ze trojuholnik K LD je pravouhly.

(Tomas Jurik)

Riesenie. Oznacme k kruznicu opisant zadanému Sestuholniku. Kedze AB 1 BD, je k
Téalesovou kruznicou nad priemerom AD a stred S uhlopriecky AD je zaroven stredom
kruznice k.

Dokéazeme, Ze trojuholnik K LD ma pravy uhol pri vrchole D. Velkost uhla KDL
je suctom velkosti uhlov K DS a LDS. Trojuholniky K DS, KBS st zhodné podla
vety sus: stranu SK maju spolo¢nu, strany SD, SB st obe polomerom kruznice k
a uhol pri vrchole S maja trojuholniky zhodny, lebo SK je osou uhla BSP (obr.1).
Preto |[{KDS| = |£K BS|. Odtial vzhladom na to, ze BK je osou uhla SBP, vyplyva
|4KDS| = 1|4CBS|.

Analogickou uvahou (s vyuzitim zhodnosti trojuholnikov LDS, LES) dostaneme
|LLDS| = %|&QES|.

Obr. 1

Pre dokoncenie riesenia stac¢i aplikovat zatial nepouzity predpoklad |BC| = |EF.
Vdaka nemu st podla vety sss trojuholniky BCS, EF'S zhodné (vSetky ich zvy$né
strany st polomermi kruznice k), teda |{CBS| = |{FES|. Spojenim odvodenych
poznatkov mame

1 1 1 1
4K DL| = |<KDS| + |4LDS| = 3|£CBS|+ |4QES| = J|{FES|+ |4QES| =
1 1
5 (4FES| +|4QES]|) = 7 - 180° = 90°.
Za spravne rieSenie ulohy dajte 6 bodov. Z toho 1 bod za pozorovanie, Zze AD je priemerom k; 3 body
za odvodenie rovnosti [ KDS| = %|KC’BS|, |{LDS| = %|KQES| (ak ma riesitel len jednu z nich,

dajte 2 body; ak ukaze len |[{ KDS| = |£KBS| a/alebo |{LDS| = |£LES]|, dajte 1 bod); 2 body za
rovnost |£CBS| = |{FES| a uspesné dokonéenie riesenia.



4. Predpokladajme, Ze pre kladné redlne cisla a, b, c, d plati
ab+cd=ac+bd =14 a ad + bc = 5.

Najdite nagmensiu moznu hodnotu siuctu a+b+c+d a zistite, ktoré vyhovujuce stvorice
a, b, ¢, d ju dosahugji. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. KedZe zadané rovnosti obsahuji zmieSané suciny premennych, vyhodné je
skimat druhtt mocninu siuétu a + b 4+ ¢ + d. Upravou s dosadenim zadanych rovnosti
dostaneme

(a+b+c+d)?=a*>+b*+c*+d*+2(ab+cd+ ac+ bd + ad + bc) = )
=a®+ 0+ +d>+2(4+4+5)=a* +d*+ 0>+ +26.
VyuZijeme zndme nerovnosti a® +d? = 2ad, b> +c? = 2bc, v ktorych rovnost plati prave
vtedy, ked a = d a b = c. Na zaklade toho z (1) mame

(a+b+c+d)? = 2ad+ 2bc+26 =25+ 26 = 36.

Preto pre kladné ¢isla a, b, ¢, d musi platit a +b+c+d = v/36 = 6.
Rovnost plati prave vtedy, ked a = d a b = ¢. Dosadenim do pévodnych rovnosti

dostaneme sustavu
2ab = 4, a’ + b =5.

T4 moZno vyriesit viacerymi réznymi postupmi. Napriklad méZzeme vyjadrit
(a+b)?=0a?>+b*+2ab=5+4=09,

teda a + b = 3 (kedze a,b > 0). Podla Vietovych vzfahov st a, b korenmi kvadratickej
rovnice 2 — 3z + 2 = 0, teda {a,b} = {1,2}. Lahko overime, Ze §tvorice a = d = 1,
b=c=2,resp. a =d =2, b=c = 1 skuto¢ne spliiaji zadané rovnosti a plati pre ne
a+b+c+d=6.

Odpoved. Najmen$ia mozné hodnota stétu a + b + ¢ + d je 6, dosahuju ju Stvorice
(1,2,2,1) a (2,1,1,2).

Iné riesenie. Z rovnosti ab + cd = ac + bd vyplyva a(b — ¢) = d(b — ¢), takze plati
a = d alebo b = c¢. Vzhladom na symetriu moézeme uvazovat iba vyhovujtce Stvorice
(a,b,c,d), v ktorych je d = a, a hladat tak najmensiu hodnotu saétu S = 2a + b+ ¢ za
predpokladu, Ze kladné ¢isla a, b, ¢ spliiaji rovnosti a(b +c) = 4 a a® + be = 5.

Podla Vietovych vzfahov st potom kladné ¢isla b, ¢ korefimi kvadratickej rovnice

4
22—~z +(5-a?) =0.
a

T4 mé dva kladné (nie nutne rézne) korene prave vtedy, ked je jej diskriminant

4(a® — 1)(a® — 4)




nezaporny a ked okrem nerovnosti a > 0 plati aj a® < 5. Dokopy to znamen4, Ze a €
€(0,1) U (2,V5).

Vsimnime si, ze pre a = 1 vychadzaju korene b = ¢ = 2, naopak pre a = 2 je
b = ¢ = 1. V oboch tychto pripadoch ma zrejme vyraz S = 2a + b + ¢ hodnotu 6. Ak
ukézeme, Ze pre ostatné pripustné a plati S > 6, bude to znamenat, Ze min S = 6 a Ze
(1,2,2,1) a (2,1,1,2) st jediné $tvorice davajuce najdené minimum (kedZze v oboch
z nich plati b = ¢, ziadne iné také Stvorice — napriek obmedzeniu nasich tvah na prvia
z moznosti a = d, b = ¢ — neexistuji). Z vyjadrenia rozdielu S — 6 v tvare

2(a—1)(a—2)

4
S—6=2a+b+c—6=2a+—-—-—6=
a

vidime, Ze Ziadan4 nerovnost S > 6 naozaj plati pre kazdé a € (0,1) U (2, \/5)

Za spravne riesenie tilohy dajte 6 bodov, z toho 4 body za odhad a+b+c+d 2 6 a 2 body za urcenie
Stvoric, pre ktoré plati rovnost.

Ak riesitel na odhad $tvorcov v (1) pouzije AG-nerovnosti a? + b2 2 2ab, c? + d? 2 2cd a odvodi
tak slabsi odhad a + b+ ¢+ d = /34, dajte 2 body.

Pri postupe ako v druhom rieseni dajte 1 bod za odvodenie rovnosti (a — d)(b — ¢) = 0, 1 bod
za prechod k rieseniu ststavy o dvoch neznamych b, ¢ s parametrom a, 2 body za najdenie mnoziny
pripustnych hodnét a (alebo aspoti odvodenie nutnej podmienky a < 1V a 2 2), 1 bod za dokaz
nerovnosti 2a + 4/a 2 6 pre vsetky pripustné a a 1 bod za uréenie oboch hladanych stvoric.

V pripade, Ze ziak len uhédne vysledok a objavi stvorice (1,2,2,1) a (2,1, 1, 2), dajte 1 bod (tento
bod udelte len v pripade, ze ziak v lohe neziska ziadne iné body).

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov. Pri kazdej tilohe sa
za akékolvek tiplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu postupom, ktory sa
odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieseni, ale tilohu nevyriesi uplne, bodovacia schéma
sa zvoli tak, aby c¢o najlepsie korespondovala so schémami uvedenymi v tomto letaku.
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