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61. ro¢nik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia tloh obvodného kola kategorie Z9

Informacia pre obvodnu komisiu MO:

Pri kazdej tlohe sa za akékolvek tplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tlohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieSeni, ale tilohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby co najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

Prosime o zaslanie opravenych rieseni obvodnych kol aj s vysledkovou listinou predsedom
KKMO alebo nimi poverenej osobe do 20. februara.

Upozortiujeme tieZz na moznost zverejnit vysledkovu listinu obvodného kola na oficidlnej
stranke Slovenskej komisie MO: skmo . sk. Staci poslat vysledkovii listinu e-mailom na adresu
skmo@skmo.sk v takom formdte, v akom si ju Zeldte zverejnit na internete. Na stranke
skmo . sk/dokument . php?id=429 ndjdete Sablénu vo forméte Excelovskej tabulky, ktorti mo-
Zete pri priprave vysledkovych listin pouzit. Nie je to vSak povinny format, mézete pouzit
aj vlastny. Prosime len, aby ste dodrzali oznacenie poradia podla nasledovného prikladu:
Ak préve 5 ziakov dosiahne viac bodov ako ziak X.Y. a prave traja ziaci (vratane X.Y.)
dosiahnu rovnako vela bodov ako X.Y., tak ziakovi X.Y. patri v poradi 6. — 8. miesto,
pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom sa urcuje umiestnenie vsetkych
ziakov.

1. Dang je kosodliznik ABCD ako na obr.1. Po strane AB sa pohybuje bod E a po
strane DC' sa pohybuje bod G tak, Ze usecka EG je stdle rovnobeind s AD. Ked bol
priesecnik F' useciek EG a DB v pdtine uhlopriecky DB (blizsie k bodu D), bol obsah
vyfarbenej casti kosodlZnika o 1cm? vicsi, ako ked bol F v dvoch pitindch DB (opdit

blizsie k D). Uréte obsah kosodlZnika ABCD. (E. Patakova)
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Obr. 1

RieSenie. Dizku strany AB ozna¢me a a velkost vysky kosodlznika ABCD na tito
stranu oznaéme v; obsah kosodlznika je rovny av. Trojuholniky DGF a BEF su
podobné podla vety uu (uhly DFG a BFE st vrcholové, uhly FEB a FGD striedavé).
Dalej ozna¢me v; velkost vysky trojuholnika DGF na stranu DG a v, velkost vysky
trojuholnika BEF' na stranu BE.

a) Bod F' je v jednej pétine uhlopriecky D B. Pomer podobnosti trojuholnikov DG F
a BEF je v tomto pripade 1 : 4. Pre zodpovedajuce si vysky tychto trojuholnikov plati
v1 +ve = v. Z uvedeného vyplyva, ze v; = %v a vy = %v. Vsimnime si, ze |DG| = |AE],
a teda Ze pre dizky zodpovedajtcich si stran tychto trojuholnikov plati |[DG| + |BE| =
= a. Preto |DG| = ta a |BE| = 2a a obsahy vyfarbengch trojuholnikov st
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Vyfarbena ¢ast kosodlznika méa v tomto pripade obsah
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Sper + SBeF = %CLU-

b) Bod F' je v dvoch pétinach uhlopriecky DB. Pomer podobnosti trojuholnikov
DGF a BEF je v tomto pripade 2 : 3. Podobne ako v predchadzajicom odseku
odvodime, ze Spagr = % (%a- %v) = E;iocw a Spgr = % (%a . %v) = %av. Vyfarbena
¢ast kosodlznika mé v tomto pripade obsah
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Sper + Sper = =0

Zo zadania vieme, Ze rozdiel é—gav — %av = %av je prave 1cm?. Z toho vyplyva,

e av = 22 cm?. Obsah kosodlznik ABCD je 12,5 cm?.

Iné rieSenie. Usecky AB a BC rozdelime na pitiny. Rovnobezky s tymito tseckami
vedené vzniknutymi bodmi rozdelia kosodlznik ABC D na 25 zhodnjch kosodlznickov.
Ak vyznaéime este aj rovnobezky s uhloprie¢kou DB, bude kosodlznik ABC' D rozdeleny
na 50 zhodnych trojuholnickov ako na obr. 2.
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Obr. 2

Ked je bod F v jednej pitine uhlopriecky DB, tak vyfarbend éast kosodlznika
pozostava zo 17 trojuholnickov. Ked je bod F v dvoch pétinadch uhlopriecky DB,
vyfarbena ¢ast kosodlznika pozostéva z 13 trojuholnickov (obr. 3).
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Obr. 3

Rozdiel 1cm? zodpoveda obsahu 4 trojuholnickov. Obsah kosodlznika ABCD je

teda rovny 50 - ; = 22 = 12,5 (cm?).

Ndvrh hodnotenia. 1 bod za najdenie vlastnosti, pomocou ktorej mozno porovnat obsahy vyfarbenych
trojuholnikov (napr. podobnost, rozdelenie na trojuholniéky a pod.); 3 body za vyjadrenie vztahu,
z ktorého mozno presne urcit rozdiel obsahov v danych situdcidch (napr. rovnice vyplyvajice z po-

dobnosti trojuholnikov, zistenie, o kolko trojuholnickov sa vyfarbené casti liSia a pod.); 2 body za
dopocitanie obsahu kosodlznika ABCD.



2. Snehulienka md na zdhrade 101 sadrovych trpaslikov zoradenych podla hmotnosti od
najtazsieho po najlahsieho, pricom rozdiel hmotnosti kazdych dvoch susednych trpaslikov
je rovnaky. Raz Snehulienka trpaslikov vdzila a zistila, Ze prvy (teda najtazsi) trpaslik
vazi presne 5 kg. Snehulienku vsak najviac prekvapilo, Ze ked na vahu postavila vsetkyjch
trpaslikov od 76. po 80., vdZili dokopy rovnako ako vsetci trpaslici od 96. po 101. Kolko
vdzi najlahsi trpaslik? (M. Mach)

Riesenie. Oznac¢me z rozdiel hmotnosti dvoch susednych trpaslikov. Prvy trpaslik vazi
5kg, druhy 5 —z, treti 5 — 2z, ..., n-ty trpaslik vazi 5 — (n—1) -z (kg). Sticet hmotnosti
76. az 80. trpaslika je

(6 —752) + (5 — 76x) + (b — 77x) + (5 — 78z) + (5 — 79x) = 25 — 385x.
Stucet hmotnosti 96. az 101. trpaslika je
(5—95z) + (5 — 96x) + (5 — 97x) + (5 — 98z) + (5 — 99x) + (5 — 100x) = 30 — 585
Dostavame teda rovnicu, z ktorej vypocitame x:

25 — 385z = 30 — 585,
200z = 5,
z = 0,025 (kg).

Najlahsi trpaslik vazi 5 — 100 - 0,025 = 2,5 (kg).
Iné riesenie. Oznacme z rozdiel hmotnosti dvoch susednych trpaslikov. Prvy trpaslik
vazi 5 kg, druhy 5 — z, treti 5 — 2z, ..., 101. trpaslik vazi 5 — 100z (kg).

Rozdiel hmotnosti 76. a 96. trpaslika je 20z. Rovnaky rozdiel je aj medzi 77. a 97.,
78.a98., 79. a 99., 80. a 100. trpaslikom. Celkova hmotnost 76. az 80. trpaslika je teda

.....

dokopy presne tolko ako 96. az 101. trpaslik, musi byt hmotnost 101. trpaslika rovnéa
100zx.
Ziskavame teda rovnicu, z ktorej jednoducho vypocitame x:

5 — 100z = 100z,
200z = 5,
x = 0,025 (kg).

Najlahsi trpaslik vazi 100 - 0,025 = 2,5 (kg).

Ndvrh hodnotenia. 4 body za zostavenie rovnice umoznujucej vypocet rozdielu hmotnosti dvoch
susednych trpaslikov; 2 body za tpravy rovnice a vysledok tlohy.

Pozndmka. Ani v jednom uvedenom rieSeni sttaziaci nemusi nutne vypoditat, ze z = 0,025 kg. Staci
mu napr. zistenie, ze 100z = 2,5 kg.



3. Turisticky oddiel usporiadal trojdnovy cyklisticky vylet. Prvy den chceli prejst’% celej
planovanej trasy, ale presli o 4 km menej ako chceli. Druhy den chceli prejst viac:
polovicu zvysku, ale presli o 2 km menej ako chceli. Treti den vsak vsetko dobehli a presli
% z2vysku trasy a este 4 km, takZe dorazili do pldnovaného ciela. Akd dlhd bola trasa
a kolko presli prvy, druhy a treti den? (M. Volfova)

Riesenie. Postupujeme tvahou ,,odzadu”.

- zvysku cesty po druhom dni je rovnd 4 km, teda cely zvysok bol 11-4 = 44 (km).
Keby druhy den presli (ako planovali) o 2km viac, bol by zvySok po druhom dni o 2km
mensi, teda len 42km, a tvoril by polovicu toho, ¢o po prvom dni ostavalo do ciela. Po
prvom dni ostdvalo do ciela 84 km.

Keby prvy den presli podla planu cela % trasy, teda o 4km viac, bol by zvysok
o 4km mensi, t.j. len 80 km, a predstavoval by % celej trasy. % trasy bola teda 40 km
a celad 120 km.

Predoslé zistenia zhrnieme, pricom spocitame prejdené vzdialenosti v jednotlivych
diioch. Prvy den chceli prejst 40 km, ale presli len 36 km; ostavalo im do ciela 84 km.
Druhy den chceli prejst polovicu zvysku, t.j. 42km, ale presli len 40 km; ostavalo im
44 km. Treti defi presli 1 zvysku, t.j. 40km, a este 4km; boli teda v cieli.
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V jednotlivych dinioch presli postupne 36 km, 40 km a 44 km, dokopy 120 km.

Iné rieSenie. Postupujeme pomocou algebry ,odpredu®; dizku celej trasy v km ozna-
¢ime .

Prvy den presli %x — 4, zvysilo im %a: + 4.

Druhy deii presli 5 - (232 4+ 4) — 2 = 1z, zvysilo im $z + 4.

Treti deni presli 19 - (32 +4) +4 = 9z + 19 + 4.

Dlzka celej trasy teda bola

1 At 1 n 10 N 40 a4
r=—-x— —r+ —x+ — .
3 3 33 11
Po apravach dostavame
1 40
337 T 11
x = 120.

Po dosadeni do vys$ie uvedenych vyrazov zistujeme, Ze v jednotlivych drioch presli
postupne 36 km, 40 km a 44 km, dokopy teda 120 km.

Ndvrh hodnotenia. Po 1 bode za dlzku trasy prvy, druhy a treti den a dizku celej trasy; zvysné 2 body
podla tplnosti komentéara.



4. Organizator vystavy ,Staviam, stavias, staviame“ rozdelil vystavu na dve casti:
,Vivoj stavebnych technik® a ,Budovy z iného uhla“. KedZe ho zaujimala reakcia ndv-
stevnikov, vyplnil kazZdy navstevnik pri odchode jednoduchy dotaznik. Vyplynuli z neho
tieto zaujimave skutocnosti:
e medzi tymi, ktorym sa pdcila prvd cast, bolo 96 % takych, ktorym sa pdcila aj
druhd cast;
e medzi tymi, ktorym sa pdcila druhd cast, bolo 60 % takijch, ktorym sa pdcila
aj prvd cast;
o medzi véetkymi ndvstevnikmi bolo 59 % takich, ktorym sa mepdcila ani prvd
ani druhd cast.
Kolko percent vsetkych navstevnikov uviedlo, Ze sa im pdcila prvd cast vystavy?
(M. Petrova)

Riesenie. Ozna¢me n pocet vSetkych Iudi, ktori navstivili vystavu, dalej p pocet
navstevnikov, ktorym sa pacila prva cast vystavy, a d pocet navstevnikov, ktorym
sa péacila druhé cast vystavy. Hladdme nejaky vzfah medzi n a p, z ktorého uz Tahko
odvodime odpoved na otazku.

Vyjadrime pocet navstevnikov, ktorym sa pacili obe ¢asti: z prvej podmienky to je
0,96p, z druhej podmienky 0,6d. Samozrejme plati

0,96p = 0,6d,
96p = 60d,
8p = bd,
1,6p =d.

Odtial moézeme vyjadrit pocet Tudi v jednotlivych skupindch pomocou p. Pocet Tudi,
ktorym sa pacila

e prva cast, ale nie druhd cast, je p — 0,96p = 0,04p,

e druhé cast, ale nie prva c¢ast, je d — 0,6d = 0,4d = 0,4 - 1,6p = 0,64p,

e prva aj druhd cast, je samozrejme 0,96p.

Sé¢itanim zistime, kolkym Tudom sa pécila aspori jedna Cast vystavy:
0,04p + 0,64p + 0,96p = 1,64p.

Podla tretej podmienky v zadani vieme, Ze 0,591 navStevnikom sa nepécila ani
jedna cast vystavy; teda 0,41n navStevnikom sa aspon jedna cast vystavy pécila.
Tento pocet zaroven podla predoslého zodpoveda 1,64p. Zostavime rovnicu, ktora dalej
upravime:

0,41n = 1,64p,
41n = 164p,
n = 4p,
0,25n = p.

Odtial vyplyva, ze 25% vSetkych néavstevnikov uviedlo, Ze sa im pacila prva cast
vystavy.



Vztahy medzi skimanymi poctami navstevnikov moézeme znézornit napr. diagra-
mom na obr. 4.

spokojni s 1. ¢astou (p)  spokojni s 2. ¢astou (d)

0,96p = 0,6d

0,59n

vSetci navstevnici (n)

Obr. 4

Ndavrh hodnotenia. 2 body za vyjadrenie d = 1,6p ¢i analogicky vztah; 2 body za vyjadrenie poctu
névstevnikov, ktorym sa pacila aspon jedna cast, pomocou poc¢tu navstevnikov, ktorym sa pacila prva
cast (alebo za analogicky poznatok); 2 body za vyslednych 25 %.
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