MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

Zadania uloh 1. casti celostatneho kola kategorie A

1 Alica a Bohus hraju hru na plane so 72 polickami rozmiestnenymi po obvode kruhu. Na za-
Ciatku Bohus poloZi na niektoré policka po jednom Zetdéne. V kazdom kole najskor Alica zvoli
jedno prazdne policko a Bohu$ potom nan musi posunut Zetén z jedného susedného policka.
Ak to nedokaZe, hra kon¢i, inak nasleduje dalSie kolo. Urcte najmensi pocet Zetonov, pre ktory
Bohus vie zabezpecit, Ze v hre prebehne aspon 2023 kol.

2 Nechn je celé &islo, kden > 3,a a, ay, .., a, st dizky stran lubovolného n-uholnika. Dokazte
nerovnost

a,+a,+--+a,> \/Z(af + a3 + -+ d?).

3 V ostrouhlom trojuholniku ABC ozna¢me H priese¢nik jeho vysSok a I stred kruznice do neho
vpisanej. Nech D je kolmym priemetom bodu I na priamku BC a E je obrazom bodu A v simer-
nosti so stredom I. Dalej nech F je kolmym priemetom bodu H na priamku ED. DokaZte, Ze
body B, H, F a C leZia na jednej kruZnici.

1. ¢ast’ celoStatneho kola MO kategorie A sa kona v pondelok 20. marca 2023 od 8:30 do 13:00. SutaZiaci teda
maju na rieSenie tloh 4,5 hodiny cistého casu.

Za kazdu tlohu moze sutaziaci ziskat 7 bodov.
Pocas sutaze nie je dovolené pouzit kalkulacky ani Ziadne iné elektronické pristroje a Ziadne pisomné materialy.
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Zadania uloh 2. casti celostatneho kola kategorie A

4 Nech (a,)n-o je postupnost kladnych celych cisel taka, ze ak n > 0, tak
Anip = Qo + a0, + - +a,a,41 — 1.

a) Dokazte, Ze niektoré prvocislo je delitelom nekonecne vela clenov tejto postupnosti.
b) Dokazte, Ze takych prvocisel je nekonecne vela.

5 Vtrojuholniku ABC ozna¢me M, N, P postupne stredy stran BC, CA, AB a G jeho taZisko. Nech
kruZnica opisana trojuholniku BGP pretina priamku MP v bode K ré6znom od P a kruZnica
opisana trojuholniku CG N pretina priamku M N v bode L r6znom od N. Dokazte, ze | *BAK| =
|«CALJ.

6 Nechnjekladné celé ¢islo, kden > 3. UvaZujme Stvorcekovy papier s rozmermin Xn, ktorého
jednotlivé Stvor¢eky m6Zu mat bud’ bielu, alebo ¢iernu farbu. V kazdom kroku zmenime farby
piatich Stvorcekov, ktoré tvoria utvar

vIubovolnom natoceni. Na zaciatku su vSetky Stvorceky biele. Rozhodnite, pre ktoré n mozno
po kone¢nom pocte krokov dosiahnut to, Ze vSetky Stvorceky budu c¢ierne.

2. tast celostatneho kola MO kategorie A sa kond v utorok 21. marca 2023 od 8:30 do 13:00. SutaZiaci teda maju
na rieSenie dloh 4,5 hodiny ¢istého casu.

Za kazdu tlohu mozZe sutaziaci ziskat 7 bodowv.
Pocas sutaze nie je dovolené pouzit kalkulacky ani Ziadne iné elektronické pristroje a Ziadne pisomné materialy.
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