
MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA 2021/2022
Riešenia úloh krajského kola kategórie C

1 Zƽ iak si známkou z poslednej päťminútovky zlepšil celkový priemer z 2,6 na 2,5. Koľko päťminútoviek celkom
pı́sal? Určte všetky možnosti. (Možné známky sú 1, 2, 3, 4, 5.)

(Josef Tkadlec)
Riešenie 1:
Označme 𝑝 počet známok pred poslednou pı́somkou a 𝑠 ich súčet.
Posledná známka mohla byť 1 alebo 2, inak by sa celkový priemer naopak zhoršil. Tieto dva prı́pady ďalej ro‑
zoberieme:
• Ak bola posledná známka 1, je zadanie úlohy vyjadrené sústavou rovnı́c

𝑠
𝑝 = 2,6 = 13

5 ,

𝑠 + 1
𝑝 + 1 = 2,5 = 5

2 ,

po úprave
5𝑠 = 13𝑝,

2𝑠 = 5𝑝 + 3.
Od prvej rovnice vynásobenej 2 odpočı́tame druhú rovnicu vynásobenú 5, a dostaneme tak

0 = 2 ⋅ 13𝑝 − 5(5𝑝 + 3)

0 = 26𝑝 − 25𝑝 − 15)
𝑝 = 15,

z čoho ďalej
𝑠 = 13𝑝

5 = 13 ⋅ 15
5 = 39.

Tieto hodnoty sú pritommožné, naprı́klad pri6dvojkách a 9 trojkách. Zƽ iak tedamohol celkomnapı́sať15+1
čiže 16 pı́somiek.

• Ak bola posledná známka 2, je zadanie úlohy vyjadrené sústavou rovnı́c
𝑠
𝑝 = 2,6 = 13

5 ,

𝑠 + 2
𝑝 + 1 = 2,5 = 5

2 ,

po úprave
5𝑠 = 13𝑝,

2𝑠 = 5𝑝 + 1.
Od prvej rovnice vynásobenej 2 odpočı́tame druhú rovnicu vynásobenú 5, a dostaneme tak

0 = 2 ⋅ 13𝑝 − 5(5𝑝 + 1)

0 = 26𝑝 − 25 − 5)
𝑝 = 5,

z čoho ďalej
𝑠 = 13𝑝

5 = 13 ⋅ 5
5 = 13.

Tieto hodnoty sú pritommožné, naprı́klad pri 2 dvojkách a 3 trojkách. Zƽ iak tedamohol celkom napı́sať 5+1
čiže 6 pı́somiek.



Zhrnutı́m dostávame, že žiak mohol napı́sať 6 alebo 16 pı́somiek.
Poznámka:
Výpisy prı́kladov známok možno nahradiť konštatovanı́m, že súčet známok s daným počtom 𝑝 môže zrejme
nadobudnúť všetky celočı́selné hodnoty 𝑠 od 𝑝 po 5𝑝.
Riešenie 2:
Označme 𝑝 počet známok pred poslednou pı́somkou a 𝑠 ich súčet.
a ukážeme, že (𝑝, 𝑠) je jedna z dvojı́c (5, 13) alebo (15, 39). Prı́kladymožných známok pre tieto dvojice opakovať
v druhom riešenı́ už nebudeme.
Z vyjadrenia priemeru 𝑠

𝑝 zlomkom v základnom tvare 13
5 vyplýva, že čı́slo 𝑝 je násobkom 5, teda 𝑝 = 5𝑘 pre

vhodné kladné celé 𝑘. Z rovnosti 𝑠𝑝 = 13
5 potommáme 𝑠 = 13𝑘, teda podmienku na poslednú známku 𝑧môžeme

zapı́sať rovnicou
2,5 = 5

2 = 𝑠 + 𝑧
𝑝 + 1 = 13𝑘 + 𝑧

5𝑘 + 1 ,

takže ekvivalentne
5(5𝑘 + 1) = 2(13𝑘 + 𝑧),
25𝑘 + 5 = 26𝑘 + 2𝑧,

2𝑧 = 5 − 𝑘.
Do úvahy teda prichádzajú iba nepárne 𝑘, a to 1 a 3.
• Ak 𝑘 = 1, tak 2𝑧 = 5 − 𝑘 = 5 − 1 = 4, čiže 𝑧 = 2, a z rovnostı́ 𝑝 = 5𝑘 a 𝑠 = 13𝑘 vychádza 𝑝 = 5 a 𝑠 = 13.
Tieto hodnoty sú pritommožné, naprı́klad pri 2 dvojkách a 3 trojkách.

• Ak 𝑘 = 3, tak 2𝑧 = 5 − 𝑘 = 5 − 3 = 2, čiže 𝑧 = 1, a z rovnostı́ 𝑝 = 5𝑘 a 𝑠 = 13𝑘 vychádza 𝑝 = 15 a 𝑠 = 39.
Tieto hodnoty sú pritommožné, naprı́klad pri 6 dvojkách a 9 trojkách.

Zhrnutı́m dostávame, že žiak mohol napı́sať 6 alebo 16 pı́somiek.
Poznámka:
UƵ vodnú úvahu o deliteľnosti možno pri predchádzajúcom postupe použiť aj neskôr. Predtým totiž môžeme
zostaviť pre neznáme 𝑝, 𝑠, 𝑧 sústavu rovnı́c

𝑠
𝑝 = 13

5 ,

𝑠 + 𝑧
𝑝 + 1 = 5

2 ,

tú potom upraviť naprı́klad na tvar
5𝑠 = 13𝑝,

2𝑠 + 2𝑧 = 5𝑝 + 5,
a až teraz využiť deliteľnosť, alebo ešte z posledných dvoch rovnı́c podobne ako vprvomriešenı́ vylúčiť neznámu
𝑠. Vtedy dostaneme rovnicu

5 ⋅ (2𝑠 + 2𝑧) − 2 ⋅ 5𝑠 = 5 ⋅ (5𝑝 + 5) − 2 ⋅ 13𝑝,

čiže
10𝑧 = 25 − 𝑝.

Odtiaľ už vyplýva, že čı́slo 𝑝 je nepárne, deliteľné 5 a menšie ako 25.
Pokyny:
V neúplných riešeniach oceňte čiastočné kroky nasledovne:
Cestou prvého riešenia:
A1 Konštatovanie, že poslednou známkou 𝑧mohla byť jednotka alebo dvojka: 1 bod.
A2 Vyriešenie prı́padov 𝑧 = 1 a 𝑧 = 2: 5 bodov za oba prı́pady, 3 body za jeden prı́pad. Ak chýbajú prı́klady

možných známok, strhnite 1 bod (za jeden prı́pad aj celkom za oba).
Cestou druhého riešenia:
B1 Zdôvodnenie, že 𝑝 = 5𝑘 a 𝑠 = 13𝑘: 1 bod.
B2 Vyjadrenie 𝑧 (alebo 2𝑧) pomocou 𝑘: 3 body



B3 Určenie oboch trojı́c (𝑝, 𝑠, 𝑧) a vylúčenie iných: 1 bod.
B4 Prı́klady možných známok pre určené dvojice (𝑝, 𝑠): 1 bod.

Celkovo potom dajte maximum zo súčtu bodov za A1, A2 a súčtu bodov za B1, B2, B3, B4.

2 Nech reálne čı́sla 𝑎, 𝑏, 𝑐 sú také, že platı́ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1. Dokážte, že

(𝑎 + 𝑏𝑐)(𝑏 + 𝑐𝑎)(𝑐 + 𝑎𝑏) ≥ 0,

a určte všetky trojice (𝑎, 𝑏, 𝑐), pre ktoré nastáva rovnosť.
(Patrik Bak)

Riešenie:
Z danej podmienky vyplýva 𝑎 = 1 − 𝑏 − 𝑐. Preto

𝑎 + 𝑏𝑐 = (1 − 𝑏 − 𝑐) + 𝑏𝑐 = (1 − 𝑏)(1 − 𝑐).

Analogicky prepı́šeme aj zvyšné dva činitele. Preto

(𝑎 + 𝑏𝑐)(𝑏 + 𝑐𝑎)(𝑐 + 𝑎𝑏) = (1 − 𝑏)(1 − 𝑐) ⋅ (1 − 𝑐)(1 − 𝑎) ⋅ (1 − 𝑎)(1 − 𝑏)

= ((1 − 𝑎)(1 − 𝑏)(1 − 𝑐))2 ≥ 0,
lebo druhá mocnina každého reálneho čı́sla je nezáporná. Rovnosť nastáva práve v prı́pade

(1 − 𝑎)(1 − 𝑏)(1 − 𝑐) = 0,

t. j. práve vtedy, keď je aspoň jedno z čı́sel 𝑎, 𝑏, 𝑐 rovné 1. Ak platı́ naprı́klad 𝑎 = 1, tak zadaná podmienka
𝑎+𝑏+𝑐 = 1 prejde na tvar 𝑏+𝑐 = 0, takže ju splƵňajú práve tie dvojice (𝑏, 𝑐), ktoré sú tvaru (𝑡, −𝑡) pre vhodné
reálne čı́slo 𝑡.
Vzhľadomnasymetriu sú tak všetkyhľadané trojice (𝑎, 𝑏, 𝑐)práve tvarov (1, 𝑡, −𝑡)alebo (𝑡, 1, −𝑡)alebo (𝑡, −𝑡, 1),
kde 𝑡 je ľubovoľné reálne čı́slo.
Poznámka:
Opı́šme dva iné vhodné spôsoby úprav činiteľov zadaného súčinu.
Pri prvom z nich využijeme rovnosť 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1 nasledovne:

𝑎 + 𝑏𝑐 = 𝑎 ⋅ 1 + 𝑏𝑐 = 𝑎(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 𝑏𝑐 = 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎 + 𝑐).

Podobne 𝑏 + 𝑐𝑎 = (𝑏 + 𝑐)(𝑏 + 𝑎) a 𝑐 + 𝑎𝑏 = (𝑐 + 𝑎)(𝑐 + 𝑏), takže dokopy

(𝑎 + 𝑏𝑐)(𝑏 + 𝑐𝑎)(𝑐 + 𝑎𝑏) = (𝑎 + 𝑏)(𝑎 + 𝑐) ⋅ (𝑏 + 𝑐)(𝑏 + 𝑎) ⋅ (𝑐 + 𝑎)(𝑐 + 𝑏) = ((𝑎 + 𝑏)(𝑏 + 𝑐)(𝑐 + 𝑎))2 .

Odtiaľ vyplýva rovnaký záver ako v pôvodnom riešenı́, lebo naprı́klad 𝑎 + 𝑏 = 1 − 𝑐.
Pri druhom spôsobe dosadı́me vyjadrenie 𝑎 = 1 − 𝑏 − 𝑐 do všetkých troch činiteľov:

𝑎 + 𝑏𝑐 = 1 − 𝑏 − 𝑐 + 𝑏𝑐 = (1 − 𝑏)(1 − 𝑐),
𝑏 + 𝑐𝑎 = 𝑏 + 𝑐 − 𝑏𝑐 − 𝑐2 = (𝑏 + 𝑐)(1 − 𝑐),
𝑐 + 𝑎𝑏 = 𝑐 + 𝑏 − 𝑏2 − 𝑏𝑐 = (𝑏 + 𝑐)(1 − 𝑏).

Vynásobenı́m týchto troch rovnostı́ dostaneme

(𝑎 + 𝑏𝑐)(𝑏 + 𝑐𝑎)(𝑐 + 𝑎𝑏) = (1 − 𝑏)(1 − 𝑐) ⋅ (𝑏 + 𝑐)(1 − 𝑐) ⋅ (𝑏 + 𝑐)(1 − 𝑏) = ((𝑏 + 𝑐)(1 − 𝑏)(1 − 𝑐))2 .

Odtiaľ opäť vyplýva rovnaký záver ako v pôvodnom riešenı́, pretože 𝑏 + 𝑐 = 1 − 𝑎.
Pokyny:
V neúplných riešeniach oceňte čiastočné kroky nasledovne:
A1 UƵ prava niektorého z činiteľov daného súčinu na súčin dvoch výrazov typu 1− 𝑎 alebo 𝑏 + 𝑐: 1 bod, 2 body

dajte za takú úpravu všetkých troch činiteľov.
A2 Dôkaz nezápornosti daného súčinu: 2 body.



A3 Popis všetkých trojı́c (𝑎, 𝑏, 𝑐), pre ktoré je daný súčin rovný nule: 2 body, z toho 1 bod, ak je odvodená iba
skupina podmienok typu 𝑎 = 1 alebo 𝑏 + 𝑐 = 0, avšak chýba popis zodpovedajúcich trojı́c (𝑎, 𝑏, 𝑐), ako je
zadanı́m úlohy vyžadované. Vyhovujúci je aj slovný popis, naprı́klad, že sú to práve tie trojice reálnych čı́sel,
v ktorých je niektoré čı́slo 1 a súčet zvyšných dvoch čı́sel je 0. Za podmienky typu 𝑎 + 𝑏𝑐 = 0 však žiadny
bod neudeľujte.

Celkovo potom dajte súčet bodov za A1, A2, A3.

3 Vpravidelnompäťuholnı́ku𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 označme𝐹 priesečnı́k uhlopriečok𝐴𝐶,𝐵𝐸 a𝐺 priesečnı́k predlƵžených strán
𝐸𝐴, 𝐶𝐵. Ktorý zo štvoruholnı́kov 𝐶𝐷𝐸𝐹 a 𝐴𝐹𝐵𝐺 má väčšı́ obsah?

(Mária Dományová)
Riešenie 1:
Zo súmernostı́ pravidelného päťuholnı́ka (podrobne posúdených v riešenı́ úlohy 5 z domáceho kola) vyplýva, že
body 𝐷, 𝐹, 𝐺 ležia v tomto poradı́ na jednej priamke a že platı́ 𝐵𝐶 ∥ 𝐴𝐷. Dokopy dostávame, že 𝐹 je priesečnı́k
uhlopriečok lichobežnı́ka 𝐺𝐶𝐷𝐴 so základňami 𝐺𝐶 a 𝐷𝐴.

𝐴

𝐵𝐶

𝐷

𝐸

𝐹

𝐺

Vďaka rovnobežnosti𝐷𝐴 a 𝐺𝐶majú trojuholnı́ky𝐷𝐴𝐶 a𝐷𝐴𝐺 zhodné výšky z vrcholov 𝐶 a 𝐺 na spoločnú stranu
𝐷𝐴, preto pre ich obsahy platı́ S(𝐷𝐴𝐶) = S(𝐷𝐴𝐺). Pritom

S(𝐷𝐴𝐶) = S(𝐷𝐴𝐹) + S(𝐷𝐹𝐶),

S(𝐷𝐴𝐺) = S(𝐷𝐴𝐹) + S(𝐴𝐹𝐺),
z čoho zı́skavame rovnosť S(𝐷𝐹𝐶) = S(𝐴𝐹𝐺).
Teraz si všimnime, že oba zadané štvoruholnı́ky𝐶𝐷𝐸𝐹 a𝐴𝐺𝐵𝐹 sú súmerné podľapriamky𝐷𝐺, ktorá tak rozpoľu‑
je obsah každého z nich. Preto z rovnosti S(𝐷𝐹𝐶) = S(𝐴𝐹𝐺) po násobenı́ 2 dostaneme S(𝐶𝐷𝐸𝐹) = S(𝐴𝐺𝐵𝐹).
Sƽ tvoruholnı́ky 𝐶𝐷𝐸𝐹 a 𝐴𝐺𝐵𝐹 teda majú rovnaký obsah.
Poznámka:
Z dôvodu symetrie sme namiesto dvojice trojuholnı́kov 𝐷𝐹𝐶 a 𝐴𝐹𝐺 mohli uvažovať dvojicu trojuholnı́kov 𝐷𝐹𝐸
a 𝐵𝐹𝐺. Takéto obmeny ďalšı́ch riešenı́ už spomı́nať nebudeme (ani v záverečných pokynoch na bodovanie).
Dohodneme sa tiež, že zjavné dôsledky súmernostı́ päťuholnı́ka 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 budeme ďalej uvádzať bez odkazov.
Riešenie 2:
Zadané štvoruholnı́ky 𝐶𝐷𝐸𝐹 a 𝐴𝐺𝐵𝐹 doplnı́me tým istým trojuholnı́kom𝐵𝐶𝐹 postupne na štvoruholnı́k𝐵𝐶𝐷𝐸
a trojuholnı́k 𝐴𝐺𝐶. Označme 𝑎 dlƵžku strán daného päťuholnı́ka, 𝑢 dlƵžku jeho uhlopriečok a 𝑣 vzdialenosť medzi
ľubovoľnou stranou a s ňou rovnobežnou uhlopriečkou.

𝐴

𝐵𝐶

𝐷

𝐸

𝐹

𝐺

Keďže𝐵𝐶𝐷𝐸 je lichobežnı́k, platı́ S(𝐵𝐶𝐷𝐸) = 1
2(𝑎+𝑢)𝑣. Vďaka rovnobežnı́ku𝐴𝐺𝐵𝐷má trojuholnı́k𝐴𝐺𝐶 stranu

𝐺𝐶 dlƵžky |𝐺𝐵| + |𝐵𝐶| = 𝑢 + 𝑎 a výška na túto stranu má veľkosť 𝑣, teda S(𝐴𝐺𝐶) = 1
2(𝑎 + 𝑢)𝑣. Platı́ teda

S(𝐵𝐶𝐷𝐸) = S(𝐴𝐺𝐶), z čoho dostávame S(𝐶𝐷𝐸𝐹) = S(𝐴𝐹𝐵𝐺).



Riešenie 3:
Keďže 𝐷𝐵 ∥ 𝐴𝐺 a 𝐷𝐴 ∥ 𝐵𝐺, štvoruholnı́k 𝐷𝐴𝐵𝐺 je rovnobežnı́k, a pretože je súmerný podľa svojej uhlopriečky,
je to kosoštvorec.
Keďže oba štvoruholnı́ky 𝐶𝐷𝐸𝐹 a 𝐴𝐺𝐵𝐹 majú navzájom kolmé uhlopriečky, platı́

S(𝐶𝐷𝐸𝐹) = 1
2 ⋅ |𝐸𝐶| ⋅ |𝐹𝐷| ,

S(𝐴𝐹𝐵𝐺) = 1
2 ⋅ |𝐴𝐵| ⋅ |𝐺𝐹| .

Priečka 𝐵𝐹 trojuholnı́ka 𝐺𝐷𝐶 je rovnobežná s jeho stranou 𝐶𝐷, takže trojuholnı́ky 𝐵𝐹𝐺 a 𝐶𝐷𝐺 sú rovnoľahlé,
preto platı́

|𝐺𝐵|
|𝐵𝐶| =

|𝐺𝐹|
|𝐹𝐷| ,

Keďže |𝐺𝐵| = |𝐴𝐷| = |𝐸𝐶| a |𝐵𝐶| = |𝐴𝐵|, dostávame
|𝐸𝐶|
|𝐴𝐵| =

|𝐺𝐹|
|𝐹𝐷| ,

t. j.
|𝐸𝐶| ⋅ |𝐹𝐷| = |𝐴𝐵| ⋅ |𝐺𝐹| .

Z toho už vyplýva, že
S(𝐶𝐷𝐸𝐹) = S(𝐴𝐹𝐵𝐺).

𝐴

𝐵𝐶

𝐷

𝐸

𝐹

𝐺

Riešenie 4:
Keďže 𝐷𝐸 ∥ 𝐶𝐹 a 𝐷𝐶 ∥ 𝐸𝐹, štvoruholnı́k 𝐶𝐷𝐸𝐹 je rovnobežnı́k, a pretože je súmerný podľa svojej uhlopriečky,
je to kosoštvorec. Analogicky je aj 𝐴𝐺𝐵𝐷 kosoštvorec.
Podľa riešenia úlohy D3 k úlohe 5 domáceho kola vieme, že v pravidelnompäťuholnı́ku pre dlƵžku strán 𝑎 a dlƵžku
uhlopriečok 𝑢 platı́ 𝑢 ∶ 𝑎 = 𝑎 ∶ (𝑢−𝑎) (tzv. zlatý rez), čo ďalej využijeme ako rovnosť 𝑎2 = (𝑢−𝑎)𝑢. Tú môžeme
prepı́sať v tvare

|𝐹𝐶| ⋅ |𝐹𝐸| = |𝐵𝐹| ⋅ |𝐵𝐺| ,
pretože z kosoštvorcov 𝐶𝐷𝐸𝐹 a𝐴𝐺𝐵𝐷 vyplýva |𝐹𝐶| = |𝐹𝐸| = 𝑎 a |𝐵𝐺| = 𝑢, odkiaľ |𝐵𝐹| = |𝐵𝐸|−|𝐹𝐸| = 𝑢−𝑎.
Keďže trojuholnı́ka 𝐹𝐵𝐶 má strany 𝐹𝐶 a 𝐵𝐶 rovnakej dlƵžky 𝑎, je rovnoramenný, takže platı́

|∢𝐸𝐹𝐶| = 180∘ − |∢𝐵𝐹𝐶| = 180∘ − |∢𝐹𝐵𝐶| = |∢𝐹𝐵𝐺| .

Zhrnutı́m dostávame
1
2 ⋅ |𝐹𝐶| ⋅ |𝐹𝐸| ⋅ sin |∢𝐸𝐹𝐶| = 1

2 ⋅ |𝐵𝐹| ⋅ |𝐵𝐺| ⋅ sin |∢𝐹𝐵𝐺| ,

takže
S(𝐸𝐹𝐶) = S(𝐹𝐺𝐵),

a teda
S(𝐶𝐷𝐸𝐹) = S(𝐴𝐹𝐵𝐺).

Pokyny:
V prı́pade čiastočných riešenı́ udeľujte body takto:
Pri postupe z prvého riešenia dajte 1 bod za prechod od porovnania obsahov 𝐶𝐷𝐸𝐹 a 𝐴𝐺𝐵𝐹 k porovnaniu ich
polovı́c, pri tomto postupe obsahov trojuholnı́kov 𝐶𝐷𝐹 a 𝐴𝐺𝐹. Podľa úplnosti dôkazu ich rovnosti dajte 0 až 5
bodov, z toho 1 bod za východiskové pozorovanie, že 𝐷𝐴 ∥ 𝐺𝐶.



Pri postupe z druhého riešenia dajte 2 body za prechododporovnania obsahov𝐶𝐷𝐸𝐹 a𝐴𝐺𝐵𝐹 k ekvivalentnému
porovnaniu obsahov štvoruholnı́ka 𝐵𝐶𝐷𝐸 a trojuholnı́ka 𝐴𝐺𝐶. Podľa úplnosti dôkazu ich rovnosti dajte 0 až 4
body, z toho 1 bod za konštatovanie, že 𝐵𝐶𝐷𝐸 je lichobežnı́k, a 2 body za rovnosť |𝐺𝐵| = 𝑢.
Pri postupe z tretieho riešenia dajte 1 bod za vyjadrenie obsahov oboch štvoruholnı́kov použitı́m súčinu dlƵžok
ich uhlopriečok a 0 až 5 bodov za úplnosť dôkazu ich rovnosti, z toho 2 body za záver spojený s priečkou 𝐵𝐹
trojuholnı́ka 𝐺𝐶𝐷 a 2 body za zhodnosť úsečky 𝐺𝐵 s uhlopriečkami päťuholnı́ka.
Pri postupe zo štvrtého riešenia dajte 1 bod za prechod od porovnania obsahov𝐶𝐷𝐸𝐹 a𝐴𝐺𝐵𝐹 k porovnaniu ich
polovı́c, pri tomto postupe obsahov trojuholnı́kov𝐸𝐹𝐶 a𝐺𝐵𝐹. Za úplnosť dôkazu ich rovnosti dajte 0 až 5 bodov,
z toho 3 body za prepis rovnosti 𝑢 ∶ 𝑎 = 𝑎 ∶ (𝑢 − 𝑎) z textu domáceho kola na tvar |𝐹𝐶| ⋅ |𝐹𝐸| = |𝐵𝐹| ⋅ |𝐵𝐺|, 1
bod za zhodnosť uhlov 𝐸𝐹𝐶 a 𝐺𝐵𝐹 a 1 bod za dvojaké použitie vzorca pre obsah trojuholnı́ka pomocou sı́nusu
zvieraného uhla.
Cƽ iastkové bodové zisky z rôznych postupov nemožno sčı́tať, celkovo dajte maximálny z nich. Len za uhádnutie
odpovede žiadny bod neudeľujte.
Zjavné dôsledky osových súmernostı́ pravidelného päťuholnı́ka nie je nutné dokazovať (ani spomı́nať, že sú
známe z domáceho kola). To isté sa týka aj pravidla o lichobežnı́ku z prvého riešenia.

4 Sƽ tyri navzájom rôzne prvočı́sla 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠 splƵňajú rovnosť

72 + 𝑝 = 𝑞 ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑠.

Určte najmenšiu možnú hodnotu 𝑝.
(Josef Tkadlec)

Riešenie:
Ak je jedno z prvočı́sel𝑞, 𝑟, 𝑠 rovné2, pravá strana danej rovnosti je párna, a teda podľa ľavej strany je aj prvočı́slo
𝑝 párne, teda 𝑝 = 2, čo je vylúčené pre podmienku rôznosti jednotlivých prvočı́sel.
Podobne žiadne z prvočı́sel 𝑞, 𝑟, 𝑠 nie je rovné 3, lebo súčet na ľavej strane by potom bol násobkom 3, a teda aj
prvočı́slo 𝑝 by muselo byť rovné 3.
Vieme teda, že všetky tri prvočı́sla 𝑞, 𝑟, 𝑠 sú väčšie ako 3. Tri najmenšie takéto prvočı́sla sú 5, 7 a 11, takže platı́

𝑞 ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑠 ≥ 5 ⋅ 7 ⋅ 11 = 385,

odkiaľ vyplýva
𝑝 = 𝑞 ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑠 − 72 ≥ 385 − 72 = 313.

Ľahko ukážeme, že čı́slo 313 je prvočı́slo, a že je to teda hľadaná najmenšia možná hodnota 𝑝 (na pravej strane
zadanej rovnosti sú potommenšie prvočı́sla 5, 7 a 11).
Keby čı́slo 313 nebolo prvočı́slo, bolo by vďaka odhadu 182 = 324 > 313 deliteľné niektorým z prvočı́sel od 2
do 17. Deliteľnosť prvočı́slami 2, 3 a 5 je však vylúčená podľa známych kritériı́ a pre zvyšné prvočı́sla 7, 11, 13
a 17 ľahko overı́me, že prı́slušné delenia vyjdú so zvyškami:

313 = 7 ⋅ 44 + 5 = 11 ⋅ 28 + 5 = 13 ⋅ 24 + 1 = 17 ⋅ 18 + 7.

(Pri overovanı́ si možno ušetriť prácu úvahou: Keďže 72 = 23 ⋅32, z rovnosti 72+313 = 385 = 5⋅7⋅11 vyplýva,
že čı́slo 313 nie je deliteľné 2, 3, 5, 7 ani 11. Stačı́ preto delenı́m overiť nedeliteľnosť čı́sla 313 prvočı́slami 13
a 17.)
Pokyny:
V prı́pade čiastočných riešenı́ udeľte po 1 bode za každé z oboch vysvetlenı́, že žiadne z prvočı́sel 𝑞, 𝑟, 𝑠 nie je 2
ani 3, ďalšie 3 body za nájdenie odhadu 𝑝 ≥ 313 a konečne 1 bod za overenie, že 313 je prvočı́slo (riešiteľ pritom
môže konštatovať, že vylúčil deliteľnosť všetkými prvočı́slami od 2 do 17, čo však nie je nutné zaznamenávať).
Pokiaľ riešiteľ hodnotu 313 určı́ dosadenı́m prvočı́sel 5, 7 a 11 do pravej strany rovnosti a možnosť 𝑝 < 313
nevylúči, dajte iba 1 bod.


