MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie Z7

1 Priemerny vek dedka, babicky a ich piatich vnucat je 26 rokov. Priemerny vek samotnych vnucat je 7 rokov.
Babicka je o rok mladsia ako dedko. Kol'ko rokov ma babicka?

(Libuse Hozova)
Napad:
Kol'ko rokov majua vSetky vnucata dohromady?
RieSenie 1:
Vnucatd dohromady maja 35 rokov (lebo 5 - 7 = 35). Dedko, babicka a vnicata spolu maju 182 rokov (lebo
7 - 26 = 182). Dedo a babicka dohromady teda majui 147 rokov (lebo 182 — 35 = 147).

Priemerny vek babicky a dedka je 73,5 roka (lebo 147 : 2 = 73,5) a babicka je o rok mladsia ako dedko. Teda
babic¢ka ma 73 rokov a dedko 74 rokov (73,5 + 0,5).

Aby bolo rieSenie Uplné, treba este ukazat, Ze situacia zo zadania naozaj moze nastat. Na to staci predpokladat,
Ze vSetky vnucata maju rovnako po 7 rokov.

RieSenie 2:
Ak vek babicky oznacime b a vek dedka d, tak informacie zo zadania je mozné zapisat’ ako
d+b+5-7):7=26,
d=b+1.

Z prvého vztahu dostadvame
d+b=26-7-5-7=21-7=147.

Dosadenim druhého vztahu dostavame 2b + 1 = 147, teda
b=(147-1):2=173.

Babka ma teda 73 rokov.

Treba eSte ukazat, Ze situdcia zo zadania naozaj moze nastat. Na to staci predpokladat, Zze dedko ma 74 rokov
a vSetky vnucata maju zhodne 7 rokov.

2 Sud dané dva zhodné rovnostranné trojuholniky ABC a BDE tak, Ze body A, B, D lezia na jednej priamke a body
C, E lezia v rovnakej polrovine vymedzenej priamkou AD. Priesecnik CD a AE je oznaceny F. Urcte velkost uhla
AFD.

C E

(Iveta Jancigova)
Napad:
Oplati sa zamerat na skupiny navzajom zhodnych uhlowv.
RieSenie 1:
Vnutorny uhol pri vrchole 4, resp. D v trojuholniku AF D je tiez vnutornym uhlom trojuholnika ABE, resp. DBC.

Trojuholniky ABE a DBC su podla predpokladov rovnoramenné a navzajom zhodné. Teda aj vnutorné uhly pri
vrcholoch A a D su zhodné.

Preto je trojuholnik AF D rovnoramenny a uhol AF D je zhodny s uhlom ABE, resp. DBC. Tento uhol je vonkajSim
uhlom rovnostranného trojuholnika, teda ma velkost 120°.



RieSenie 2:
Vnutorny uhol v rovnostrannom trojuholniku ma vel'’kost 60°. Pri otoceni okolo bodu B o tento uhol v smere
hodinovych ruciciek sa bod A zobrazi na C a bod E sa zobrazi na D. Teda priamka AE sa zobrazi na priamku CD.

Uhol AFC, resp. EFD ma preto vel'kost 60°. Hladany uhol AFD dopliiia tento uhol do priameho uhla, teda ma
velkost 120°.

Poznamka:

Z predpokladov vyplyva rad dalsich vztahov, ktoré mozu viest k alternativnym zd6vodneniam predchadzajtce-
ho vysledku. Stru¢ne uvadzame niekol'’ko postrehov (pre dodato¢né znacenia vid' obrazok nizsie):

Stvoruholnik ABEC, resp. BDEC je koso$tvorcom. Uhlopriec¢ky v kosostvorci delia prisluiné vnitorné uhly na
polovice a st navzajom kolmé.

¢ Zprvého faktu vyplyva, Ze uhol BAE, resp. BDC ma vel'kost 30°. Uhol AF D, ¢o je zvySny vnutorny uhol v troj-
uholniku AF D, ma preto vel'kost 120° (lebo sti¢et vnitornych uhlov trojuholnika je 180°).

e 7 druhého faktu pozname vnutorné uhly pri vrcholoch G a H v Stvoruholniku BHFG. Vnutorny uhol pri
vrchole B ma vel'kost 60°. Uhol AFD, ¢o je zvySny vndtorny uhol v Stvoruholniku BHF G, ma preto vel'kost
120° (lebo sucet vnitornych uhlov stvoruholnika je 360°).

Zadany utvar je ¢astou rovnostranného trojuholnika ADI, kde body B, C, E st stredy jeho stran. Use¢ky AE, CD
a IB su vySkami a sti¢asne osami sumernosti tohto trojuholnika. Trojuholniky AFD, DFI a IFA sd navzajom
zhodné a spolu tvoria trojuholnik ADI. Ich vnitorné uhly pri vrchole F preto maji vel’kost 120° (tretina plného
uhla).

\

A B D

Obkrocné Cislo je také prirodzené Cislo, v ktorého zapise

¢ je kazda nenulova ¢islica pouZzita prave dvakrat,

¢ medzi dvoma rovnakymi nenulovymi ¢islicami sa nachadza prave tol'’ko nul, aka je hodnota tychto cislic.
(Obkrocné ¢isla st napriklad 40001041 alebo 300103100.)

Zistite, kol'ko existuje sedemcifernych obkro¢nych ¢isel, v ktorych zapise sa vyskytuju prave jednotky, dvojky
anuly.

(Matus Papso)
Napad:
Kol'kokrat st pouZité nuly v kazdom z hladanych ¢isel?
Riesenie:

Hladané cisla si sedemmiestne a obsahuju prave dve jednotky a prave dve dvojky, teda obsahuju prave tri nuly.



Tieto nuly oddeluju v zapise cisla Styri Casti, v ktorych sa m6Zu nachadzat' jednotky a dvojky:
..0..0..0..

Niektoré casti mozu zostat prazdne, niektoré nuly mozu byt bezprostredne vedla seba. Jednotky mézu byt je-
dine v susednych castiach (je teda medzi nimi jedna nula), medzi ¢astami s dvojkami musi byt jedna dalSia cast’
(st teda medzi nimi dve nuly). VSetky ¢isla s tymito vlastnostami, ktoré nezacinaji nulou, si v nasledujicej
tabul’ke:

L0xro0..0.. .0Xoto.. ..0..0%L01%
20..020.. | 1201020,2101020 | 2010120,2010210 | 2001201, 2002101
..020..0 2 | 1012002,1021002 - -

Obkroc¢nych ¢isel s uvedenymi vlastnostami je teda 8.

Poznamka:

Sucastou dlohy je aj popis postupu vedticeho k spravnej odpovedi. V tomto pripade ide o nejaky systém, aby bolo
zrejmé, Ze sa na ni¢ nezabudlo. Vypocet moZnosti bez primeraného zdévodnenia nemoZno hodnotit najlepsim
stupniom.

Jarko mal napisanu postupnost’ slabik:
ZU ZANANE LA LUCI SAMUEL

Pismena chcel nahradit ¢islicami od 0 do 9 tak, aby r6znym pismenam zodpovedali rozne Cislice a aby (v danom
poradi) vznikla rastica postupnost dvojcifernych Cisel. Zistite, ¢i sa to da a ako, alebo vysvetlite, preco to mozné
nie je.

(Jaroslav Zhouf)
Napad:
Jarko sa najskor sustredil na opakujice sa pismena.
RieSenie:
Vo dvojici za sebou stojacich slabik ZU a ZA by musela byt ¢islica nahradzajica pismeno U mensia ako cislica
nahradzajuica pismeno ZA.

Vo dvojici za sebou stojacich slabik LA a LU by musela byt ¢islica nahradzajica pismeno A mensia ako cislica
nahradzajuca pismeno U.

Tieto dve poziadavky st nezlucitelné, a preto Jarkova uloha nema riesSenie.

Na obrazku su zndzornené Stvorce ABCD, EFCA, GHCE a IJHE. Body S, B, F a G su postupne stredy tychto
$tvorcov. Usec¢ka AC je dlha 1 cm. Uréte obsah trojuholnika IJS.

D 9 H

(Eva Semeradova)
Napad:
Obsah trojuholnika je polovicou obsahu nejakého obdiznika.
RieSenie:
Obsah trojuholnika I/S je rovny polovici obsahu obdiZnika so stranami I] a IA. Strana I] je stranou $tvorca IJHE,
strana /A je sictom strany Stvorca IJHE a strany Stvorca EF CA.



Stvorec IJHE ma dvojnasobnt stranu vzhladom k $tvorcu EFCA, ktora meria 1 cm. Teda strana IJ meria 2 cm
a strana /A meria 3 cm. Obsah trojuholnika IJS je teda rovny % -2cm - 3 cm ¢ize 3 cm?.
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Poznamka:

PrijemnejSom deleni naznacenej Stvorcovej siete je mozné k tomu istému vysledku dospiet nazornym pocitanim
Stvorcekov, resp. trojuholnic¢kov.

6 Eva si myslela dve prirodzené cisla. Tieto Cisla najprv spravne scitala, potom od seba spravne odcitala. V obi-
dvoch pripadoch dostala dvojciferny vysledok. Siic¢in takto vzniknutych dvojcifernych cisel bol 645. Ktoré c¢isla
si Eva myslela?

(Erika Novotna)
Napad:
KaZdé prirodzené ¢islo ma konecny pocet delitelov.
RieSenie 1:
Cislo 645 je mozné zapisat’ ako sti¢in dvoch prirodzenych ¢isel nasledujticimi spésobmi: 1 - 645,5 - 129, 15 - 43,
3 - 215. Stcinitele su dvojciferné iba v predposlednom pripade, teda sticet Evinych cisel bol 43 a rozdiel 15.

Cisla 43 a 15 vznikli tak, Ze k va¢$iemu z Evinych ¢&isel sa raz pripoéitalo a raz sa od neho odpoc¢italo to mensie.

Teda vacsie Evino Cislo je presne medzi (teda je priemerom) 43 a 15 a mensSie Evino cislo je polovicou rozdielu
. ) w1 43415 ., 43-15 .,

medzi 43 a 15. Eva si teda myslela ¢isla T2 ¢ize 29 a Cize 14.

Riesenie 2:
Sucet a rozdiel Evinych ¢isel zistime rovnako ako v predchadzajicom rieseni.
Ak vacsie z Evinych cisel oznacime v a mensie m, tak predchadzajice vztahy mézeme zapisat ako
v+m =43,
v—m = 15.
Odtial’ mame
2v=w+m)+ (v—m)=43+15 =58,
2m=@w+m)—(v—m) =43 —-15=28,

ateda
v 2
= = 29,
1
m = =14

Skuskou sa Iahko presvedcime, Ze tieto ¢isla vyhovuju.




