MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie Z8

1 St dané tri navzajom rozne Cisla. Priemer priemeru dvoch mensich ¢isel a priemeru dvoch vacsich Cisel je rovny
priemeru vSetkych troch ¢isel. Priemer najmenSieho a najvacsieho cisla je 2022. Urcte sucet tychto troch cisel.

(Karel Pazourek)
Napad:
Vyjadrite jedno z ¢isel pomocou zvy$nych dvoch.
RieSenie:
Oznacme tri ¢isla zo zadania a, b, ¢, pricom a < b < c. Prva podmienka znamena

a+b b+c
- t 5 atb+c

2 B 3

Tuato rovnost moZeme upravit nasledovne:

a+2b+c _ a+b+c
4 h 3
3a+6b+3c=4a+4b+ 4c,
2b=a+c,

a+tc
b= > = 2022,

Z uvedeného plynie, Ze
a+b+c=>b+2b=06066.

Aby vsak riesenie bolo uplné, treba esSte ukazat, ze situacia zo zadania moze nastat. To vSak lahko docielime
napriklad vol'bou a = 2020, b = 2022, ¢ = 2024.

2 Kosostvorec ABCD ma stranu dizky 6 cm a vy$ku 4 cm. Bod E je stred strany AD, bod G je stred strany BC, bod
F je priesecnik Useciek AG a BE, bod H je priesec¢nik useciek CE a DG. Urcéte obsah Stvoruholnika EFGH.

(Karel Pazourek)
Napad:
PoméZte si obrazkom s doplnenou tsec¢kou EG.
RieSenie:
Usecka EG rozdeluje koso$tvorec ABCD na dva zhodné rovnobezniky ABGE a EGCD (body E a G su stredy

stran, teda usecky AE, BG, ED, GC su navzajom zhodné a priamky AB, EG, CD navzajom rovnobezné). ZvySné
usecky zo zadania su uhloprieckami tychto rovnobeZnikov a body F, H st ich priese¢niky:

KaZdy rovnobeznik je svojimi uhloprieckami rozdeleny na $tyri trojuholniky s rovnakymi obsahmi (kazdé dva
susedné trojuholniky maji zhodné strany leZiace na jednej priamke a spolo¢nt vysku vzhladom k tejto priamke).

Kosos$tvorec ABCD je tak rozdeleny na osem trojuholnikov s rovnakymi obsahmi a Stvoruholnik EFGH je tvoreny
dvoma z tychto dsmich trojuholnikov. Tento Stvoruholnik teda zabera dve osminy, t. j. jednu Stvrtinu obsahu
daného kosostvorca.



Obsah koso$tvorca ABCD je rovny 6 cm - 4 cm CiZe 24 cm?, teda
1
S(EFGH) = ZS(ABCD) = 6cm?.

Poznamka:

V uvedenom rieSeni nie je podstatné, ktora z uhlopriecok kosostvorca je kratsSia a ktora dlhsia. PretoZe sa zauji-
mame vyhradne o obsahy, m6Zeme dokonca pracovat s akymkolvek rovnobeznikom, ktory ma rovnaku stranu
a vysku ako povodny kosostvorec. Preto mozeme tlohu riesit v obdlzniku so stranami 6 cm a 4 cm:

D C

A B

Dodato¢né delenie pomocou rovnobeziek so stranami rozdeluje obdiZznik ABCD na 16 zhodnych trojuholnikov,
z ktorych 4 tvoria stvoruholnik EF G H. Tento Stvoruholnik teda zabera 1;46 ¢ize jednu $tvrtinu obsahu obdiZnika.

Pre postupnost’ ¢isel zac¢inajicu sa
1,3, 4,7, 11, 18, ..
plati, Ze kazdé ¢islo pocniic tretim je sictom predchadzajicich dvoch. Akou ¢islicou sa konci ¢islo na 2023. mieste
tejto postupnosti?
(Jan Mazak)
Napad:
PomézZte si postupnostou tvorenou poslednymi ¢islicami.
RieSenie:
Posledna cislica kazdého cisla zodpoveda zvysku po deleni tohto cisla desiatimi. Staci sa teda zaoberat’ postup-
nostou zodpovedajucich zvyskov, ktora sa zacina

1,3,4,7,1,8,9,7,6,3,9,2,1,3, ...

t. j. postupnostou, v ktorej kazdé ¢islo poc¢nic tretim je zvySkom suctu predchadzajicich dvoch po deleni de-
siatimi. Tato postupnost sa po 12 ¢lenoch opakuje, teda napr. 1., 13., 25., 145. ¢i 2017. ¢len postupnosti tvoria
rovnaké ¢isla.

Cislo 2023 po deleni 12 dava zvy3ok 7. Teda 2023. ¢len tejto postupnosti je rovnaky ako siedmy, a to je &islo 9.
2023. ¢islo v danej postupnosti sa kon¢i ¢islicou 9.

Cyril na mape s mierkou 1 : 50 000 vyznacil Stvorcovy pozemok a vypocital si, Ze jeho strana v skuto¢nosti zod-
poveda 1 km. Mapu zmensil na kopirke tak, Ze vyznaceny $tvorec mal obsah o 1,44 cm? mensi ako na pévodnej
mape. Akd bola mierka mapy po zmenSeni{?

(Michaela Petrova)
Napad:
Aké rozmery mal vyznaceny pozemok na pévodnej mape?
RieSenie:
Na pbvodnej mape mala strana pozemku dizku 2 cm (lebo 2cm - 50 000 = 100 000cm = 1km). Teda obsah
prislu$§ného $tvorca bol 4 cm?.
Po zmenseni mapy bol obsah nového $tvorca 2,56cm? (lebo 4 cm? — 1,44 cm? = 2,56 cm?). Teda strana tohto
$tvorca mala dizku 1,6 cm (lebo /2,56 cm? = 1,6 cm).

Tychto 1,6 cm na mape zodpoveda stale rovnakému 1 km v skutocnosti. Mierka takto zmensenej mapy teda bola
1,6 : 100000 ¢ize 1 : 62 500.




5 Petra mala na tabuli napisané vSetky prirodzené Cisla od 1 do 9, kazdé prave raz. Dve z tychto Cisel scitala,
zmazala a vysledny stcet napisala namiesto zmazanych s¢itancov. Mala tak teraz napisanych osem cisel, ktoré
sa jej podarilo rozdelit do dvoch skupin s rovnakym stucinom. Urcte, aky najvacsi mohol byt tento sucin.

(Erika Novotna)
Napad:
Oplati sa zamerat na prvocisla.
RieSenie:
Na porovnanie stuc¢inov vzniknutych skupin ¢isel budi uzito¢né prvociselné Cinitele. Aby suciny cisel v obidvoch
skupinach boli rovnaké, musia byt celkové pocty jednotlivych prvocinitelov parne. Ak je pocet niektorych pr-
vocinitelov neparny, tak rozdelenie do skupin s rovnakym st¢inom nie je mozné.
Prvocisla medzi danymi ¢islami su iba 2, 3, 5, 7, pricom 5 a 7 sa vyskytuju prave raz. Vzhladom na vyskyt 5 a 7
staci uvazovat' tri pripady, ktoré mozu viest k rieSeniu, a tie postupne rozoberieme:
e Petra scitala nieco s 5, aby dostala ndsobok 7. To mohla urobit’ dvojakym sposobom:
e Zratala 5 + 2, a dostala osem c¢isel 1, 3, 4, 6, 7, 7, 8, 9. Tto osmicu mozZno rozdelit do skupin s rovnakym
sucinom:
1-7-8-9=3-4-6-7=23-32.7=504.

e Zratala5+9,adostalaosem cisel 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 14. Tuto osmicu mozno rozdelit do skupin s rovnakym
sucinom:
1-4-6-14=2-3-7-8=2%.3.7=336.

e Petra scitala nieco so 7, aby dostala nasobok 5. To mohla urobit’ dvojakym spdsobom:
e Zratala7+3,adostalaosem ¢isel 1,2,4,5, 6, 8,9, 10. Tito osmicu nemozno rozdelit do skupin s rovnakym
sucinom, pretoZe 3 sa v prvociselnych rozkladoch tychto cisel vyskytuje celkovo trikrat.
e Zratala7+8,adostalaosem¢isel 1,2,3,4,5, 6,9, 15. Tito osmicu nemozno rozdelit do skupin s rovnakym
sucinom, pretoze 3 sa v prvociselnych rozkladoch tychto ¢isel vyskytuje celkovo patkrat.

e Petrascitala 5 + 7, a dostala osem ¢isel 1, 2, 3, 4, 6, 8,9, 12. Tto osmicu nemoZno rozdelit do skupin s rov-
nakym sucinom, pretoze 3 sa v prvociselnych rozkladoch tychto ¢isel vyskytuje celkom patkrat.

vvs

Petra mohla dostat bud’ sucin 504, alebo 336. Najvacsi mozny sucin je teda 504.

Poznamka:

Rozdelenia do skupin s rovnakym st¢inom v pripade a) nie st jediné mozné (napr. 1 moZe byt kdekolvek).
Poznamka:

Pocet vsetkych dvojic, ktoré je mozné utvorit z danych deviatich ¢isel, je 36. S ivodnym pozorovanim sme pocet
pripadov do diskusie podstatne zniZzili.

Poznamka:
Sucastou ulohy je aj popis postupu vedtceho k spravnej odpovedi. Najdené siciny bez primeraného zd6évodne-
nia, Ze iné mozné nie su, nemozno hodnotit najlep$im stupnom.

6 Je dany obdlZnik ABCD a body E, F tak, Ze trojuholniky BEC a CFD st rovnostranné a kazdy z nich ma s ob-
diZznikom ABCD spoloénii iba stranu. Zdévodnite, Ze aj trojuholnik AEF je rovnostranny.

(Jaroslav Svréek)
Napad:
Oplati sa zamerat na skupiny zhodnych objektov.
RiesSenie 1:
Vz4jomna poloha obdiZnika a dvoch rovnostrannych trojuholnikov je znazornena na obrazku, v ktorom su tiez
vyznacené niektoré navzajom zhodné uhly:



A B

Rovnostrannost trojuholnika AEF vyplyva zo vzajomnej zhodnosti trojuholnikov ABE, FCE a FD A a tG zd6vod-
nime nasledovne:

o Strany AB, FC a FD st navzajom zhodné, pretoZe protilahlé strany AB a CD obdiZnika ABCD st zhodné
a trojuholnik CF D je rovnostranny,

o Strany BE, CE a DA st navzajom zhodné, pretoZe protilahlé strany DA a BC obdiZnika ABCD st zhodné
a trojuholnik BEC je rovnostranny;,

e Uhly ABE, FCE a FDA st navzajom zhodné, pretoze

|«ABE| = |&FDA| = 90° + 60° = 150°,

[«FCE| =360°—2-60°—90° = 150°.
Podla vety sus su trojuholniky ABE, FCE a FDA navzajom zhodné. Zhoduju sa teda aj vo zvySnych stranach, co
su zarovell strany trojuholnika AEF. Preto je trojuholnik AEF rovnostranny.
Poznamka:

V ivodnom obrazku je znazorneny obdiznik, ktorého strana AB je dlh$ia ako BC. Tento predpoklad nehra v dal-
Som ziadnu rolu - rovnaké argumenty, a teda aj zaver, plati pre akykolvek obdlznik (vratane Stvorca). Nech G,
H, I st body také, ze AGHI je obdlZnik taky, Ze B lezina AG, E naGH, F naHI a D na IA.

Riesenie 2:
Nech G, H, I st body také, ze AGHI je obdiznik taky, Ze B lezina AG, E naGH, F naHI a D na IA.
Necha = |AB|ab = |AD]|.

I F H
D D ¢
E
.
A B G
Potom BG je zhodna s vy$kou trojuholnika BEC a GE s polovicou jej zakladne BC, takze |BG| = gb al|GE| = %b.

Analogicky |DI| = gaa |[IF| = %a.
Podla Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku AGE potom plati:

|AE)? = |AG|* + |GE|* = (|AB| + |BG|)? + |GE|*

2
Analogicky podla Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku AIF plati:

2 2
V3 1 3 1
=<a+7b +<—b) =a2+Zb2+\/§ab+Zb2=a2+b2+\/§ab.

|AF|* = |AI|* + |IF|* = (JAD| + |DI|)? + |IF|?

2 2
V3 1 3 1
=<b+7a +(Ea> =b2+1a2+\/§ba+za2=a2+b2+\/§ab.



A napokon, podla Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku EHF plati:
|EFI* = |EH|* + |FHI" = (IGH| — |GED)? — (I1H| - [IF|)?
= (1Al = |GE1)* — (IAG| — |IF|)* = (IAD| + |DI| = |GE])* — (IAB| + |BG| — |IF|)?

2 2 2 2
- b4-V§ L)+ 4-V§b L) = 1b+-v§ +[ L +-V§b
= 2 472 arThTe) T 2P T2t 247

1 3 V3 1 3 V3
| Zp2 42,24 Y2 Za2 0 22, V2 — 42 242
—<4b +4a + > ba>+<4a +4b + > ab) a® + b* +V3ab.

Zhrnutim dostavame
|AE|* = |AF|” = |EF|*,

t.j.
|AE| = |AF| = |EF],

Cize trojuholnik AEF je rovnostranny.




