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58. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania 1loh vyberového ststredenia

(Sustredenie sa konalo 29. 3. —4. 4. 2009.)

1. Nech S C R je podmnozina mnoziny realnych ¢isel. Hovorime, Ze dvojica funkcii f: S — 5,
g:S — S tvorl brémsku dvojicu na S, ak st splnené nasledovné podmienky:
(i) Obe funkcie st rydzo rastuce, teda f(z) < f(y) a g(z) < g(y) pre lubovolné z,y € S
spliiajtce = < v.
(ii) Pre kazdé x € S plati f(g(g(x))) < g(f(z)).
Rozhodnite, ¢i existuje brémska dvojica
a) na mnozine S = N, t.j. na mnozine prirodzenych ¢isel;

b) na mnozine S = {a —1/b; a,b € N}.

2. Pre kazdé prirodzené ¢islo n uréte pocet takych permutécii (ai,as,...,a,) mnoZiny
{1,2,...,n}, ze
k|2(a1 +ag+---+ag) prevsetky k=1,2,... n.

3. Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik a P, ) st body v jeho vnitri, pricom stvoruholniky
PQDA a QPBC su tetivové. Na tsecke PQ lezi taky bod E, Ze

|{PAE| = |{QDE| a |{PBE|=|£QCE|.
Dokazte, ze stvoruholnik ABCD je tetivovy.

4. Postupnost realnych ¢isel {a,},,>, spliia nasledovni podmienku:

1
Amin + Qm—n = i(agm + as,) pre véetky m = n = 0.

Vypocitajte hodnotu agpg9 za podmienky, ze a; = 1.

5. Na niektorych polickach Stvoréekovej mriezky 2009 x 2009 je poloZeny kamienok (na kazdom
policku najviac jeden). Pre kazdé prazdne policko mriezky nachadzajuce sa v i-tom riadku a j-
tom stlpci plati, Ze stcet po¢tu kamienkov v i-tom riadku a poétu kamienkov v j-tom stipci je
asporni 2009. N4jdite najmensi pocet kamienkov, ktoré tam musia byt polozené.

6. Kruznice k1 a ko sa dotykaju zvonka v bode K. Navyse sa dotykaju zvnitra kruznice m
v bode Ay, resp. As. Nech P je jeden z priesec¢nikov kruznice m so spolo¢nou dotyc¢nicou kruznic
k1 a ko prechadzajiucou bodom K. Priamka PA; pretina k; druhykrat v bode B, podobne
P A5 pretina ko druhykrat v bode Bs. Dokézte, ze B Bs je spolo¢na dotycnica kruznic k; a ko.

7. Najdite vSetky kladné celé cisla n také, ze ich prvociselny rozklad obsahuje iba ¢isla 2 a 5
(nie nutne obe), pri¢om n + 25 je druhou mocninou prirodzeného ¢isla.

8. Na Stvoréekovom papieri s dlzkou strany $tvoréeka 1 uvazujme mnozinu S vetkych mrezo-
vych bodov. Pre prirodzené ¢islo k nazveme dvojicu réznych bodov k-priatelskou, ak existuje
bod C' z S taky, Ze obsah trojuholnika ABC' je rovny k. Podmnozinu T mnoziny S nazveme
k-banda, ak kazda dvojica bodov v T je k-priatelskou. N4jdi najmensie celé kladné ¢islo k, pre
ktoré existuje k-banda s viac ako 200 prvkami.



9. Je dany lichobeznik ABC'D s rovnobeznymi stranami AB a C'D. Predpokladajme existenciu
bodu E na priamke BC mimo tsecky BC a bodu F' vnutri tsecky AD takych, ze velkosti uhlov
DAF a CBF st rovnaké. Oznac¢me [ prieseénik CD a EF a J prieseénik AB a EF. Nech K
je stredom usecky EF, pricom nelezi na priamke AB. Dokéazte, Ze I patri kruZnici opisanej
trojuholniku ABK prave vtedy, ked K patri kruznici opisanej trojuholniku C'DJ.

10. Nech k£ a n st nezdporné celé c¢isla, pricom k je mensie ako n — 1. Uvazujme mnozinu £
obsahujicu n priamok v rovine taku, Ze ziadna dvojica nie je rovnobezni a ziadna trojica
sa nepretina v jednom bode. Oznaéme Z mnozinu prieseénikov priamok z L. Nech O je bod
v rovine neleziaci na ziadnej priamke z £. Bod X z Z je ofarbeny na c¢erveno, ak otvorena
usecka OX (bez koncovych bodov) pretina najviac k priamok z L. Dokazte, ze Z obsahuje
najmenej (k + 1)(k + 2)/2 ¢ervenych bodov.

11. Nech S,, Sy, S. st stredy a R,, Ry, R. polomery kruznic pripisanych ku strandm BC, CA,
AB trojuholnika ABC'. Ozna¢me postupne rq, 7, 7. polomery kruznic vpisanych trojuholnikom
BCS,, ACS,, ABS.. Dokézte, ze

12. Nech n 2 2 je dané prirodzené ¢islo. Najdite vSetky mnohocleny P stupiia mensieho ako n
s celo¢iselnymi koeficientmi spliiajiice nasledujicu podmienku: Existuje postupnost celjch &isel
T < T < - < xy takych, ze

P(xgy1) =Plxk)+7 prek=1,2,... n—1.

13. Cisla a, b, ¢ st dlzkami stran daného trojuholnika. Dokazte, Ze

a n b n c §b+cfa+c+afb+a+bfc'
b+c—a c¢c+a—-b a+b-c a b c

14. Dané je prirodzené ¢islo k. Urcte najmensiu hodnotu, akii moze nadobudat ciferny sucet
nejakého nasobku ¢isla 10% — 1.

15. V rovine je dany rovnoramenny trojuholnik ABC' s ramenami AB a AC. Bod M je stredom
jeho zékladne BC'. Zvolme Tubovolny bod X vo vnutri mensieho z oblikov M A na kruznici
opisanej trojuholniku ABM. Ozna¢me T taky bod vnutri ostrého uhla BM A, 7e |ATMX| =
=90° a |TX| = |BX]|. Dokazte, ze rozdiel

|{BTM| — |{MTC|
nezavisi od volby bodu X.

16. Nech pre neparne celé ¢isla a, b, ¢, d plati 0 < a < b < ¢ < d a ad = cd. Dokazte, ze ak
a+d=2m a b+ c = 2k pre nejaké prirodzené ¢isla m a k, potom a = 1.

17. Najdite vsSetky funkcie f: R — R také, ze pre kazdé dve redlne Cisla x, y plati

ff(y) +y+ f(z)=flz+ fv) +yf(x).



