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61. ro¢nik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia tloh doméceho kola kategorie B

1. Medzi vsetkymi desatcifernymi cislami delitelnymi jedendstimi, v ktorych sa Ziadna
cifra neopakuje, ndjdite najmensie a najvicsie. (Jaroslav Zhouf)

Riesenie. Uvazované desatciferné ¢isla ozna¢me Ggagaragasdaasasaidg, pricom ag, as,
..., ap st navzajom rozne cifry, teda vsetky cifry 0, 1, 2, ..., 9 v nejakom poradi. Dalej
ozna¢me sy = ag + as + a4 + ag + ag sucet jeho cifier na parnych! miestach a s; = a; +
+ a3 + as + a7 + ag sucet cifier na neparnych miestach.

Na zistenie delitelnosti jedenéstimi pouzijeme zndme kritérium: Cislo agas ... a1ao
je delitelné jedenastimi prave vtedy, ked je jedenastimi delitelny prislusny rozdiel so—s;.
Zrejme |so —$1| S (94+84+7+6+5)—(4+34+2+1+0) = 25, ¢ize —25 < 59— 51 < 25.
Sucet so +s1 =0+1+2+...4+9 = 45 je neparne ¢islo, preto musi byt neparne aj
¢islo s3 — s1. Pre vyhovujtce ¢islo mozu teda nastat dve moznosti: s, —s; = —11 alebo
S9 — 81 = 11.

V prvom pripade zo ststavy rovnic s + s1 = 45, so — s1 = 11 dostaneme sy = 28,
s1 = 17, v druhom naopak s, = 17, s; = 28.

Cislo 17 rozpiseme vetkymi moznymi spdsobmi na stéet piatich navzajom réznych
cifier:

17=9+5+24+14+0=9+4+3+1+0=
=8+6+2+14+0=8+5+3+1+0=8+4+3+2+0=
=74+6+3+14+0=7+5+44+14+0=7+54+34+24+0=74+44+3+2+1=
=6+5+4+24+0=6+5+3+2+1.

Medzi desatcifernymi ¢islami zapisanymi vSetkymi desiatimi ciframi st uréite
najvicsie tie, ktoré zacinaju ciframi 987 alebo dokonca 9876. Vzhladom na néajdené
rozklady ¢isla 17 to zrejme nemozno dosiahnut pre s; = 17, zato pre so = 17 ano: staci
za Sg zobrat sucet 17 =8+ 6+ 2+ 1 4+ 0, ¢o je zaroven jedind moznost. Ostatné cifry
uz na zaklade tejto volby doplnime jednoznacne tak, aby sme dostali ¢islo ¢o najvicsie.
Hladané najvicsie ¢islo je teda 9876 524 130.

Najmensie ¢islo ndjdeme analogickym postupom. Kedze ag # 0, st medzi uvazo-
vanymi ¢islami urcite najmensie tie, ktoré za¢inaju ciframi 102. Z najdenych rozkladov
¢isla 17 opit vidime, Ze to mozno dosiahnut jedine volbou s; =17 =6+5+3 +2 + 1.
Tomu potom zodpoveda ¢islo (kedze pozname vsetky jeho cifry na neparnych aj parnych
miestach, je ich usporiadanie uréené poziadavkou, aby vysledné ¢islo bolo najmensie)
1024 375 869.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokéazte spomenuté kritérium delitelnosti jedendstimi, t. j. Ze celé ¢islo je delitelné jede-
néstimi prave vtedy, ked je jedenastimi delitelny stcet jeho cifier branych striedavo so
znamienkom plus a minus. [Kritérium vyplyva z toho, ze 10 déva po deleni jedendstimi
rovnaky zvySok ako —1, teda jednotlivé rady 10™ davaju zvySok (—1)™.]

N2. Dokazte, ze ziadne desatciferné &islo zloZené z navzajom rodznych cifier, v ktorého
dekadickom zapise sa striedaju parne a neparne cifry, nie je delitelné jedenéstimi.

! Miesta ¢islujeme podla mocnin desiatky v dekadickom zapise; pre rieSenie samozrejme nie je pod-
statné, ktoré miesta oznacime za parne a ktoré za neparne, dolezité je len to, Ze sa parne a neparne
miesta striedaju.



N3. Uréte pocet pitcifernych &isel zlozenych z navzijom réznych a) neparnych, b) parnych
cifier a delitelnych jedenastimi. [a) 0, b) 16]

N4. Bez delenia ukazte, ze ¢islo 20111 102 je delitelné jedendstimi. Potom k nemu néjdite
najbliz§ie mensie a najblizSie vicsie ¢islo delitelné jedendstimi zloZzené z rovnakych
cifier ako dané ¢islo. [mensie 20110211, vacsie 20111 201]

N5. Dokézte, ze plati: Cislo agagsarasasazazaszaiag je delitelné jedenastimi prave vtedy,
ked je delitelné jedendstimi ¢islo agas + arag + asag + asaz + aiag.

2. Dany je pravouhly trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole C, ktorého obsah
oznac¢me P. Nech F je pita vysky z vrcholu C na preponu AB. Na kolmiciach na
priamku AB, ktoré prechddzaju vrcholmi A a B, v polrovine opacnej k polrovine ABC
uwvaZujme postupne body D a E, pre ktoré plati |AF| = |AD| a |BF| = |BE|. Obsah
trojuholnika DEF oznaéme Q). Dokdzte, Ze plati P 2 @), a zistite, kedy nastdva rovnost.

(Jaroslav Svrcek)

Riegenie. Oznaéme tsecky (aich dizky) ako na obr. 1. Kedze DAF a EBF st pravouhlé
rovnoramenné trojuholniky, maja uhly pri ich preponami velkost 45°, takze |{ DFE| =
= 90° a trojuholnik DFEF je pravouhly s odvesnami, ktoré sii zaroven preponami oboch
rovnoramennych pravouhljch trojuholnikov. Pre obsahy P a () oboch uvazovanych
trojuholnikov preto plati

1 1
P:i(ca—ircb)v a Q:§~ca\/§~cb\/§.
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Obr. 1

Podla Euklidovej vety o vyske v danom pravouhlom trojuholniku plati v = /¢, ¢p.
Na dokaz danej nerovnosti staci teda overit, ze

1
§(ca + cp)v/CaC 2 3 caV'2 - cpV/2.
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Po jednoduchej (ekvivalentnej) tiprave dostaneme

Ca + b = 2+/cqcp, ¢ize (V/ca — /ep)? 2 0.

KedZe posledna nerovnost ocividne plati, je dokaz tvrdenia ukonceny. Rovnost pritom
nastane prave vtedy, ked ¢, = ¢, t.j. prave vtedy, ked je dany pravouhly trojuholnik
ABC rovnoramenny.

Iné riesenie. Rovnako ako v prvom rieseni vyjdeme zo zrejmého poznatku, Ze trojuhol-
nik DEF je pravouhly. Odvesny oboch uvazovanych pravouhlych trojuholnikov maja
rovnaké kolmé priemety na priamku AB, pritom

|AF| = |AC|cosvy1 = |DF|cos45°, |BF|=|BC|cosvys = |EF|cos45°,

kde 71, 72 oznacuju zodpovedajice casti pravého uhla pri vrchole C, takze vo = 90° —
— 1. KedZe cos45° = %\/5, vyplyva odtial pre dvojnasobky oboch obsahov

45° 45°
9P = |AC| - |BC| = |DF| - |EF| - 222 . C8%

COs7y1  COS7Y2

1 1
—2Q- —— 22Q.
sin 271

=2Q -—

2 cosy; siny;

Rovnost P = @ zrejme nastane prave vtedy, ked sin2vy; = 1, ¢ize y1 = o = 45°,
teda prave vtedy, ked je dany trojuholnik ABC rovnoramenny.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokazte, ze pre kazdé dve kladné redlne ¢isla a, b plati nerovnost \/% + \/g > 2.

N2. V obdlzniku ABCD s dlzkami strén |AB| = a, |BC| = b ozna¢me E pitu kolmice
spustenej z vrcholu B na uhlopriecku AC. Uréte dizky tseciek AE, CE, BE. [|AE| =

a? b2 ab
= CE| = BE| =
2 b2 ] | | /0212’ | | /02 b2 b2]

N3. V pravouhlom trojuholniku ABC' s preponou AB je E pita vysky z vrcholu C, D pita
vysky z bodu E na stranu AC a F péta vysky z bodu E na stranu BC. Dokéazte, ze
obsah $tvoruholnika CDEF' je nanajvy$ rovny polovici obsahu trojuholnika ABC.
Kedy nastane rovnost? [Kedze trojuholniky AED a EBF st podobné trojuholniku
ABC' s koeficientmi podobnosti o a 1 — «, je obsah pravouholnika CDEF rovny S —
—(a? 4+ (1-0a)?)S = 2a(1 — )8, pricom S oznacuje obsah daného trojuholnika ABC.
Poéanované nerovnost je tak ekvivalentna s nerovnostou a(l — a) < i, Gize (2a —
~1)2 2 0]

3. Najdite vsetky dvojice redlnych cisel x, y, ktoré vyhovuju sustave rovnic

z-lyl =7,

y-lz] =8
(Zapis |a| oznacuje dolni celi cast cisla a, t.j. najvicsie celé cislo, ktoré neprevy-
Suje a.) (Pavel Novotny)
RieSenie. Z druhej rovnice vyplyva, ze |x| # 0, a y = 8/[z] je tym padom nenulové

¢islo v absolutnej hodnote nie vicsie ako 8. Po dosadeni do prvej rovnice dostaneme
rovnicu

z- {%J —7, (1)



ktora je v skutocnosti s danou stuistavou ekvivalentna v nasledujicom zmysle: ak prira-
dime Iubovolnému rieseniu x rovnice (1) hodnotu y = 8/| x|, bude zrejme dvojica (z,y)
rieSenim povodnej sustavy.

Budeme preto postupne hladat rieSenia rovnice (1) pre jednotlivé hodnoty celych
cisel a = [8/|z]| € {-8,...,-1,1,...,8} tak, ze vypocitame z = 7/a, y = 8/|x]
a overime, ¢i |y| = a. NavySe je vzhladom na nerovnost |z] # 0 z rovnice (1) zrejmé,
ze a # 8.

Prea:—8jex:—%, lz] = -1ay= -8, teda |y] = a.

Prea=-Tjex=—-1=|z| ay=—38, teda |y] < a.

Prea=—6jex=—1,|z]=-2ay=—4, teda |y] >a.

Prea=-5jex=—1 |z]=-2ay=—4, teda |y] > a.

Prea:—4jex:—z, x| = -2 ay=—4, teda |y| = a.

Prea=-3jex=—-1%, [z]=-3ay=—%, teda |y] =a.

Prea=—-2jex=—1 [z]=-4ay=-2, teda |y] =a.

Prea=-ljex=-7T=|z]ay=-3, teda |y] <a.

Prea=1ljex=7=|z] ay=2%, teda |y] = a.

Prea=2jex =
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Prea=3jex =4, |z] =2ay=4,teda [y| > a.
Pre a € {4,5,6,7} je |[x| =1 ay =28, teda |y| > a.

Zaver. Sustava rovnic ma 6 rieseni, st nimi usporiadané dvojice (—— —8), (_17 —4),
(=5 -3) (=3.72), (1.7) a (3. 3)-

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. V obore redlnych ¢isel rieSte rovnicu: a) LxJQ = 4, b) |2?] = 4, ¢) LLJ—H}J = 4,
d) [2&1” =4 [a)z € (-2,-1)U(2,3),b) 2 < |z| < V5, ¢) z € (57),d) z ¢
€ (403, 503)]

N2. V obore redlnych &isel rieSte sustavu rovnic zy = 2, z |y] = 4. [Zrejme x < 0, y < 0.
Dokazte dalej, ze |—u| = —|u| pre kazdé celé ¢islo a |—u| = —|u]| — 1 inak. Dobre je
to tiez vidno z grafu funkcie y = |z|. Vyjde x = —4, y = —l ]

N3. Dokazte, ze pre kazdé realne ¢islo = a kazdé celé mslo k platl lz + k] = || + k.

4. Dané su dve roznobezky a, c prechddzajice bodom P a bod B, ktory na nich neleZi.
Zostrojte pravouholnik ABCD s vrcholmi A, C a D postupne na priamkach a, ¢ a PB.
(Jaromir Simsa)

Riesenie. Ozna¢me S priesecénik uhlopriecok AC a BD, ktory mé lezat na priamke
b = PB. Pritom nemoze byt S = P, pretoZe potom by na priamke a lezal aj vrchol C.
Také moznost odporuje zadaniu.

Preto ak zvolime na priamke b Tubovolny bod S’, S’ # P, existuje prave jedna
rovnolahlost so stredom P, ktord zobrazi bod S na S’. V tejto rovnolahlosti sa pra-
vouholnik ABC D zobrazi na pravouholnik A’B’C’D’ s priese¢nikom uhloprie¢ok S’,
pritom A’ € a, B', D" € b a C'" € ¢. Kedze vrcholy A’, C’ st simerne zdruzené podla
zvoleného stredu S’ (obr. 2), zostrojime bod A" ako priese¢nik priamky a s priamkou ¢/,
ktord je simerne zdruzena s priamkou ¢ podla stredu S’. Potom uz lahko z bodov A’, S’
uréime bod C’ a napokon — vdaka pravym uhlom A’B’C’ a A’D’C’" — najdeme body B’,
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D’ ako priese¢niky priamky b s Télesovou kruznicou nad priemerom A’C’. Pritom tieto
dva priese¢niky mozeme oznacit ako B’, D’ v Tubovolnom poradi s vynimkou pripadu,
ked jeden z priesecnikov splynie s bodom P; v takom pripade moze byt jedine D' = P,
lebo z B # P vyplyva B’ # P. Nakoniec zobrazime pravouholnik A’B’C’'D’ v ,spitnej“
rovnolahlosti, v ktorej B’ — B. Tak dostaneme $tvoruholnik ABC D, ktory mé zrejme
vSetky pozadované vlastnosti.

Obr. 2

Diskusia. Pre zvoleny bod S’ € b, S’ # P, body A’ a C’ existuju a st jediné (priamky
a, ¢’ st totiz roznobezky a ziadna z nich stredom stimernosti S’ neprechédza). Kruznica
nad priemerom A’C’ mé kladny polomer, a preto ma s priamkou b prechadzajticou jej
stredom S’ vzdy dva priese¢niky. Ak st oba rozne od bodu P, mé tuloha dve rieSenia.
Jeden z tychto dvoch priese¢nikov splynie s bodom P préve vtedy, ked bude uhol A’ PC’
pravy, teda prave vtedy, ked dané priamky a, ¢ budi navzajom kolmé. V takom pripade
bude D’ = P a tloha bude mat jediné riesenie (vrchol D splynie s bodom P).

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

Sa dané dve réznobezky a, ¢ a bod S neleziaci na ziadnej z nich. Zostrojte Stvorec
ABCD so stredom S tak, aby bod A lezal na priamke a a bod C na priamke c.
[Zostrojime priamku a’ ako obraz priamky a v stredovej stmernosti so stredom S,
prienik priamok a’, ¢ ddva bod C']

Sa dané dve roznobezky a, ¢, ktorych priese¢nik P je mimo vykresu, a bod B neleziaci
na ziadnej z nich. Zostrojte priamku b prechadzajicu bodmi B, P. [Zostrojime Tubo-
volny trojuholnik ABC, kde A € a a C € ¢, a potom zostrojime trojuholnik A’ B'C’,
ktory bude jeho obrazom v nejakej rovnolahlosti so stredom v bode P.]

Dana je tsecka AB. Zostrojte pravouhly trojuholnik ABC s preponou AB tak, aby
|AC| = 2:|BC)|. [Zostrojime trojuholnik A’ B’C’ s pozadovanymi vlastnostami a potom
pomocou rovnolahlosti (napr. so stredom v jednom z vrcholov) zostrojime trojuholnik,
ktorého prepona bude mat dizku |AB|.]

5. V istom meste maji vybudovani siet na Sirenie klebiet, v ktorej si kazdy klebetnik
vymiena informdcie s tromi klebetnicami a kaZdd klebetnica si vymiena informdcie
s tromi klebetnikmi. Inak sa klebety nesiria.
a) Dokazte, Ze klebetnikov a klebetnic je rovnako vela.
b) Predpokladajme, Ze siet na Sirenie klebiet je suvisld (klebety od lubovolného
klebetnika a lubovolnej klebetnice sa mozu dostat ku vSetkym ostatngm). Do-
kazte, Ze aj ked sa jeden klebetnik z mesta odstahuje, zostane siet stuvisld.

(Jén Mazak)



RieSenie. a) Nech m je pocet klebetnikov. KedZe kazdy klebetnik je v spojeni s tromi
klebetnicami, je medzi vSetkymi celkom 3m spojeni. A kedze k rovnakému vysledku
musime dojst, ked spocitame vSetky spojenia jednotlivych klebetnic, z ktorych kazda
je v spojeni s tromi klebetnikmi, je klebetnic tiez m.

b) Predpokladajme, Ze po odstahovani jedného z klebetnikov sa siet rozpadne na
niekolko suvislych ¢asti. To znamend, ze odstahovany klebetnik bol v spojeni s aspon
jednou klebetnicou v kazdej zo vzniknutych casti, inak by prislusnéd ¢ast nebola pre-
pojena so zvyskom siete uz pred jeho odchodom. Odtial je dalej zrejmé, Ze vzniknuté
Casti st nanajvys$ tri, pricom pocet klebetnic, ktoré boli v spojeni s odstahovanym
klebetnikom, musi v kazdej z nich byt 1 alebo 2.

Uvazujme Tubovolni z ¢asti, na ktoré sa siet rozpadla, a ozna¢me m a n prisla-
chajice pocty klebetnikov a klebetnic v tejto Casti. Ak teraz spocitame pocet spojeni
vSetkych klebetnikov v tejto Casti, dostaneme 3m. Vzhladom na to, Ze jedna alebo dve
klebetnice o jedno spojenie prisli, je celkovy pocet ich spojeni s klebetnikmi 3n — 2
alebo 3n — 1. Ani jedno z tychto ¢isel vSak nie je delitelné tromi, preto sa nemoze
nikdy rovnat celkovému pocétu spojeni klebetnikov vo zvolenej ¢asti. To je spor, ktory
dokazuje tvrdenie b) tlohy.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. V sieti na Sirenie klebiet je m klebetnikov a n klebetnic. Kazdy z klebetnikov je
v spojeni s a klebetnicami a kazda klebetnica je v spojeni s b klebetnikmi. Inak sa
klebety nesiria. Aky je vztah medzi premennymi a, b, m, n? [ma = nb|

N2. Vytvorte model suvislej siete opisanej v zadani dlohy pre 3, 4, 5, ... klebetnikov
a klebetnic. Ukézte v tomto modeli, Ze po odstraneni ktoréhokolvek klebetnika zostane
siet savisl4.

N3. Pre aky pocet klebetnikov a klebetnic moze byt siet opisana v zadani lohy nestvisla?
[pre 6, 7, 8, ...]

N4. V suvislej sieti na Sirenie klebiet je kazdy klebetnik v spojeni s aspoii a) jednym, b)
dvoma dalsimi klebetnikmi. Zostane siet stvisla, ak sa jeden z nich odstahuje? [a)
aj b): moze, ale nemusi zostat suvisla, zalezi na tvare siete]

6. Anna a Boris hraju kartovi hru. KaZdy z nich md pdt kariet s hodnotami 1 aZ 5
(z kazdej jednu). V kaZdom z piatich kol obaja vyloZia jednu kartu a kto md vyssie ¢islo,
ziska bod. V pripade kariet s rovnakymi cislami neziska bod nikto. PouZité karty sa do
hry nevracaji. Ten, kto ziska na konci viac bodov, vyhral. Kolko percent zo vsetkijch
moznych priebehov takej hry skonci viyhrou Anny? (Tomés Jurik)

Riesenie. Opisand hra je zrejme spravodliva v tom zmysle, Ze obaja hrac¢i maja rovnaky
pocet moznosti ako vyhrat. Aby sme zistili pozadovany pocet, stac¢i zistit, kolkymi
sposobmi moze nastat remiza, teda jeden z vysledkov 0:0,1:1 a 2: 2.

Pripad 0 : 0 nastane, ak obaja hraci vylozia v kazdom kole rovnaké karty. Takych
moznosti je 5! =1-2-3-4-5.

Vysledok 1 : 1 znamend, ze hraci vylozia rovnaké karty v troch kolach a v dvoch
zvy$nych kolach vylozia dve rozne karty (z,y), kazdy v inom poradi. Kazdy taky
vysledok je teda jednoznacne urceny poradim kariet jedného z hracov a vyberom kol,
v ktorych druhy hra¢ zahra rovnako. Tri kolé z piatich mozno vybrat 10 spdsobmi a pét
kariet mozno usporiadat 5! sposobmi. Vysledok 1 : 1 tak nastane v 10 - 5! pripadoch.

Ostava vysetrit, kedy nastane vysledok 2 : 2. Ta kartu x, ktora vylozia hraci
v jednom z piatich kol obaja naraz, je mozné vybrat 5 sposobmi. Anne aj Borisovi
potom zvysia Styri karty a < b < ¢ < d. KedZe na poradi kol nezalezi, spocitajme
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najprv, kolko je moznosti v pripade, Ze Anna vylozi karty x, a, b, ¢, d v tomto poradi.
Aby nedoslo k dalSej remize, musi Anna ziskat dalsi bod v poslednom kole za kartu d,
zatial ¢o Boris musi ziskat bod v druhom kole, ked Anna vylozi kartu a. Preto staci
zistif, aké m4a Boris v trefom a Stvrtom kole moznosti, aby tieto dve kola skonéili 1 : 1.

V tychto kolach musi Boris vylozit jednu z dvojic (a,d), (¢, a), (c,b), (d,a), (d,b),
ktoré mozno doplnit kartami pre druhé a piate kolo tak, aby v nich nenastala remiza,
do celkom siedmich poradi:

(z,b,a,d,c), (x,c,a,d,b), (x,d,c,a,b), (x,d,¢,b,a), (x,b,d,a,c),
(x,c,d,a,b), (x,c,d,b,a).

Anna moze karty x, a, b, ¢, d vylozit 5! sposobmi. Vysledok 2 : 2 tak nastane v 5-7 - 5!
pripadoch.

Celkovo mozu ako Anna, tak Boris vylozif karty 5! sposobmi, to je dokopy 5!°
moznosti. KedZe pocet vSetkych moznych priebehov hry, v ktorych nastane remiza, je
rovny 5! +10-5!4+5-7-5! = 5! - 46, je pocet moznych vyhier kazdého z nich %(5!2 —
—5!-46) = 5!- 37. Vyhrou Anny teda skonéi

51-37 37

0= 2 ~0,31=31
= 19 ~ 031 =31%

vSetkych moznych hier.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Aké st mozné bodové vysledky kartovej hry v zadanej tlohe? [4:1,1:4,3:2,2: 3,
3:1,1:3,2:2,2:1,1:2,1:1,0:0]
N2. Kolkymi spésobmi mohol prebehnut ,skriateny“ volejbalovy set medzi druzstvami A
a B, ak sa hral do 5 bodov, zvitazilo druzstvo A a vieme, Ze vitaz vyhral aspon o dva
body? (Zaujima nas nielen vysledok, ale cely priebeh, ako body pribudali.) [(5) + (5) +

+ () + (5) =145+ 15+ 35 = 56, pri takych malych hodnotach sa da pocitat aj bez
kombinacnych &isel.]

N3. Aky je pocet desatcifernych ¢&isel zlozenych z roznych cifier, v ktorych sa striedaju
parne a neparne cifry? Kolko je to percent zo vsetkych desatcifernych &isel zlozenych

A : -41-5!
z roznych cifier? [5!- 5! +4-4!. 5! =941 5, 2H5 = L. ~ 0,008 = 0,8 %)
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