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61. ro¢nik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia tloh domaceho kola kategorie C

1. Ndjdite vsetky trojcéleny p(z) = ax® +bx + ¢, ktoré ddvaji po deleni dvojélenom x + 1
zvysok 2 a po deleni dvojclenom x + 2 zvysok 1, pricom p(1) = 61.  (Jaromir Simsa)

Riesenie. Dvojnasobnym pouzitim algoritmu delenia dostaneme

ax’ +br+c=(ax+b—a)(z+1)+c—b+a,
ax® +bx +c= (ax +b—2a)(z +2) 4+ c — 2b + 4a.

Dodajme k tomu, ze najdené zvysky ¢ — b+ a a ¢ — 2b + 4a st zrejme rovné hodnotam
p(—1), resp. p(—2), ¢o je v zhode s poznatkom, ze akykolvek mnohoclen ¢(x) déva pri
deleni dvojélenom x — xy zvySok rovny ¢islu g(zg).

Podla zadania plati ¢ — b+ a = 2 a ¢ — 2b + 4a = 1. Tretia rovnica a + b + ¢ = 61
je vyjadrenim podmienky p(1) = 61. Ziskanu ststavu troch rovnic vyrieSime jednym
z mnohych moznych postupov.

7 prvej rovnice vyjadrime ¢ = b — a 4 2, po dosadeni do tretej rovnice dostaneme
a+b+ (b—a+2) =61, ¢ize 2b = 59. Odtial b = 59/2, ¢o po dosadeni do prvej a druhej
rovnice dava a+c = 63/2, resp. c+4a = 60. Ak od¢itame posledné dve rovnice od seba,
dostaneme 3a = 57/2, odkial a = 19/2, takze ¢ = 63/2 — 19/2 = 22. Hladany trojclen
je teda jediny a ma tvar
59 1922 + 59z + 44

2
= 2. = r4+22=
p(z) 5 9:+2 T+ 5

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Ukazte, Ze pre kazdé ¢islo a je mnohoélen x* + (1 —a)x3 +x2 +a delitelny mnohoélenom
2 + x + 1 bezo zvysku. [Podiel je rovny z2 — az + a.]

N2. Uréte vietky realne &isla a, pre ktoré je trojélen x2 + 5x + 6 delitelny dvojélenom x + a.
Rieste jednak pouzitim algoritmu delenia, jednak pouzitim pravidla (¢asto nazyvaného
Bezoutova veta), ze mnohoclen p(z) je delitelny dvojcélenom x — zo prave vtedy, ked
p(zo) = 0. [Vyhovuju ¢isla a = 2 a a = 3, lebo priamym delenim dostaneme rovnost
mnohoé¢lenov z2 + 5z 4+ 6 = (x + a)(z + 5 — a) + a® — 5a + 6, takze hladané &isla a st
korene rovnice a? — 5a + 6 = 0.]

N3. Uréte vSetky realne &isla a, pre ktoré trojélen x2 + 5x + 6 déva pri deleni dvojélenom
x + a zvysok 2. [Vyhovuju ¢isla a = 1 a a = 4, ktoré dostaneme, ked pre vSeobecny
zvy$ok a? — 5a + 6 (pozri tlohu 2) zostavime a vyrieSime rovnicu a? — 5a + 6 = 2.]

N4. Ukazte, ze vietky trojcleny p(x) = ax? + 2(a — 1)z — 4, kde a je fubovolné &islo, st
delitelné jednym dvojélenom x+b s vhodnym koeficientom b. Akym? [b = 2. Cislo b ma
pozadovant vlastnost prave vtedy, ked plati p(—b) = 0. Pretoze p(—b) = a(b? — 2b) +
+2b—4 = (b—2)(ab+ 2), je rovnost p(—b) = 0 splnend pre kazdé a prave vtedy, ked

b=2]
N5. Uréte vetky dvojice redlnych &isel @ a b, pre ktoré je mnohoélen z* + az2 + b delitelny
mnoho¢lenom x2 + bx + a. [66-B—S—1]

2. Dizky stran trojuholnika si v metroch vyjadrené celymi cislami. Urcte ich, ak md
trojuholnik obvod 72m a ak je najdlhsia strana trojuholnika rozdelena bodom dotyku
vpisanej kruznice v pomere 3 : 4. (Pavel Leischner)

Riesenie. Vyuzijeme vSeobecny poznatok, ze body dotyku vpisanej kruznice delia hra-
nicu trojuholnika na Sest tiseciek, a to tak, ze kazdé dve z nich, ktoré vychadzaju z toho



istého vrcholu trojuholnika, st zhodné. (Doty¢nice z daného bodu k danej kruznici st
totiz simerne zdruzené podla spojnice daného bodu so stredom danej kruznice.)

V nasej tlohe je najdlhsia strana trojuholnika rozdelena na tseky, ktorych dizky
oznaé¢ime 3x a 4x; dlzku tusekov z vrcholu oproti najdlhsej strane ozna¢ime y (obr. 1).
Strany trojuholnika maji teda dlzky 7z, 4x + y a 3z + y, kde x, y s nezndme kladné
¢isla (dlzky berieme bez jednotiek). Ak mé byt 7z dizka najdlhej strany, musi platit
Tx > 4x + vy, Cize 3x > y. Zdbéraznime, ze hladané ¢isla z, y nemusia byt nutne celé,
podla zadania to vSak plati o ¢islach 7x, 4x +y a 3z + y.

3z dx

3z 4x
Obr. 1

Udaj o obvode trojuholnika zapiSeme rovnostou
2=Tr+ Bz +y)+ (4x+y), C¢ize 36="Tr+y.

Pretoze 7z je celé Cislo, je celé i ¢islo y = 36 — Tx; a pretoze podla zadania i ¢isla 4z +y
a 3z + y su celé, je celé i ¢islo z = (4o + y) — (3x + y). Preto od tohto okamihu uz
hladame dvojice celjch kladnych ¢isel x, y, pre ktoré plati

3r >y a Tx+y=36.

Odtial vyplyva Tx < 36 < 7z + 3z = 10x, teda x < 5 a stGcasne = = 4.

Prex =4jey=8a (Tx,4z+y,3x+y) = (28,24,20), prox =5 jey =1 a (Tx, 4o+
+y,3z +y) = (35,21,16). Strany trojuholnika st teda (28,24,20) alebo (35,21, 16).
(Trojuholnikové nerovnosti st zrejme splnené.)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Pomocou dlzok a, b, ¢ stran veobecného trojuholnika vyjadrite dlzky useéiek, na
ktoré su tieto strany rozdelené bodmi dotyku kruznice vpisanej tomuto trojuholniku.
Na, priklade potom ukéazte, ze tieto dizky nemusia byt vyjadrené celymi &islami, aj ked
strany trojuholnika takéto vyjadrenia maji. [Ide o dve tsecky dizky = = %(a +b—c),
dve tsecky dizky y = %(b +c—a) a dve tsecky dlzky z = %(c +a —b). Tieto dizky nie
st celociselné, ak st napriklad vsetky tri dizky a, b, ¢ vyjadrené neparnymi ¢islami.]

N2. Ak zostrojime z troch tseciek fubovolnych dlzok p, g, r tsecky dizok a = p+q, b = g+r
a c = r+p, budi tieto tri nové usecky dizkami stran nejakého trojuholnika. Vysvetlite
a potom zistite, aky vyznam v takom trojuholniku budi mat pévodné dizky p, q, r.
[Overit algebraicky trojuholnikové nerovnosti a + b > ¢ > |a — b| je trividlne, lebo ide
o zrejmé nerovnosti p +2q +r > p+r > |p — r|. V trojuholniku so stranami a, b, ¢
su dlzky p, g, r dizkami useéiek, na ktoré su strany a, b, ¢ rozdelené bodmi dotyku
vpisanej kruznice, ako to vyplyva z vysledku tlohy 1.]

N3. Trojuholnik ABC spliia pri zvyéajnom oznaceni dizok stran podmienku a < b < c.

Vpisana kruznica sa dotyka stran AB, BC a AC postupne v bodoch K, L a M.
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Dokéazte, ze z tseciek AK, BL a CM je mozné zostrojit trojuholnik prave vtedy, ked
plati b + ¢ < 3a. [67-C-II-1]

N4. Dokazte, ze v kazdom pravouhlom trojuholniku je sticet polomerov vpisanej kruznice
a opisanej kruznice rovny aritmetickému priemeru dizok oboch odvesien. [Prvé riesenie
dlohy 59-A—-S-2.]

Nb5. Uréte dizku prepony pravouhlého trojuholnika, ak poznate polomer 7 kruznice vpisanej
a polomer R kruZnice pripisanej k prepone tohto trojuholnika (t.j. kruznice, ktora sa
dotyka zvonku prepony a predlZenia oboch odvesien trojuholnika). [45—-C-1-6]

3. Ndjdite vsetky trojice prirodzenych cisel a, b, ¢, pre ktoré plati mnoZinovd rovnost
{(a,b), (a,c), (b, c), [a,b],[a,d], [b,c]} ={2,3,5,60,90,180},

pricom (x,y) a [x,y] oznacuje postupne najvicési spoloény delitel a najmensi spolocny
ndsobok cisel x a y. (Tomas Jurik)

Riesenie. Prvky danej mnoziny M rozlozime na prvocinitele:
M=1{2 3,5 2%-3-52-32.5,22.3%.5}.

Odtial vyplyva, Ze v rozklade hladanych ¢isel a, b, ¢ vystupuja iba prvodisla 2, 3
a 5. Kazdé z nich je pritom prvocinitelom prave dvoch z ¢isel a, b, ¢: keby bolo
prvocinitelom len jedného z nich, chybalo by v rozklade troch najvicésich spoloénych
delitelov a jedného najmensieho spoloéného nésobku, teda v Styroch ¢islach z M; keby
naopak bolo prvocinitelom v8etkych troch ¢isel a, b, ¢, nechybalo by v rozklade ziadneho
¢isla z M. Okrem toho vidime, Ze v rozklade kazdého z ¢isel a, b, ¢ je prvocislo 5 najviac
v jednom exemplari.

Podla uvedenych zisteni moézeme ¢isla a, b, ¢ usporiadat tak, ze rozklady ¢isel a, b
obsahuju po jednom exemplari prvocisla 5 (potom (¢, 5) = 1) a Ze (a,2) = 2 (ako vieme,
asponi jedno z ¢isel a, b musi byt parne). Cislo 5 z mnoziny M je potom nutne rovné
(a,b), takze plati (b,2) = 1, a preto (b,3) = 3 (inak by platilo (b,c) = 1), odtial zase
s ohladom na (a,b) = 5 vyplyva (a,3) = 1. Mdme teda a = 5-2° a b =53 pre vhodné
prirodzené cisla s a t.

Z rovnosti [a, b] = 2°-3"-5 vyplyva, Ze nastane jeden z troch nasledovnych pripadov.

(1) 2°-3t.5 =60 =22-3'.5. Vidime, ze plati s =2 at =1, ¢ize a = 20 a b = 15.

Lahko uréime, Ze tretim ¢islom je ¢ = 18.

(2) 2¢-3t.5=90=2'-32.5. V tomto pripade a = 10, b = 45 a ¢ = 12.

(3) 25-3t.5=180=12%2.32.5. Teraz a = 20, b =45 a c = 6.

Odpoved. Hladané ¢&isla a, b, ¢ tvoria jednu z mnozin {20,15,18}, {10,45,12}
a {20,45,6}.

Iné riesenie. V danej rovnosti je mnozina napravo tvorend Siestimi réznymi ¢islami

.....

¢isel [a,b], [a,c], [b,c]. Cisla 2, 3, 5 ale Ziadne netrivialne delitele nemajti, musi teda
platit

{(a,b),(a,c),(b,c)} ={2,3,5} a {[a,b],[a,d,b,c]} = {60,90,180}.

Pretoze poradie ¢isel a, b, ¢ nehra ziadnu tlohu, mézeme predpokladat, ze plati (a,b) =
=2, (a,c) =3 a (b,c) = 5. Odtial vyplyvaju vyjadrenia

a=2-3-x=6x, b=2-5-y=10y, c=3-5-2=15z
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pre vhodné prirodzené ¢isla x, y, z. Zo zndmej rovnosti [x, y]- (z,y) = xy tak dostaneme
vyjadrenia najmensich spolo¢nych nasobkov v tvare
62 - 10y 6x - 152 10y - 152

5 = 30zy, [a,c] = —5 = 30xz, [b,c]= — s = 30yz.

Z rovnosti {30xy,30xz,30yz} = {60,90,180} upravenej na {zy,zz,yz} = {2,3,6}
potom vdaka tomu, ze 2 a 3 st prvodisla, vyplyva {z,y, 2z} = {1,2,3}. Pretoze z pod-
mienky 5 = (b,c¢) = (10y,152) vyplyva y # 3 a z # 2, prichddzaju do uvahy len
trojice (z,y, z) rovné (1,2,3), (2,1,3) a (3,2,1), ktorym postupne zodpovedaju trojice
(a,b,c) rovné (6,20,45), (12,10, 45), (18,20, 15). Skaskou sa presved¢ime, ze vSetky tri
vyhovuji mnozinovej rovnosti zo zadania tlohy.

[a,b] =

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Urcte, pre ktoré prirodzené éisla a, b plati (a,b) = 10 a zaroven [a,b] = 150. [{a, b} =
= {10,150} alebo {a,b} = {30,50}. Pretoze 10 = 2-5 a 150 = 2 - 3 - 52, pozadované
rovnosti st splnené prave vtedy, ked a =2-3%-5% a b=2-3%.5Y kde {s,u} = {0,1}
a {t,v} ={1,2}]

N2. Dokéazte, ze pre Iubovolné prirodzené &isla a, b plati vztah [a,b] - (a,b) = ab. [Podla
Gvahy o poé¢toch zastipeni kazdého prvoéisla v ¢islach a, b, (a,b) a [a, b] staci vysvetlit,
preco pre akékolvek &isla «, 8 plati rovnost min{a, 8} + max{«, 8} = a + 8. K tomu
sta¢i rozlisit pripady @ < 8, « = f a o > (. Iné riesenie: Nech d = (a,b), potom
a = zd, b = yd pre nesudelitelné z a y, odtial vyplyva [a,b] = xyd, takZze oba stciny
[a,b] - (a,b) a ab sa rovnaju &islu xyd?.]

N3. Najdite vSetky trojice a, b, ¢ prirodzenych d&isel, pre ktoré sucasne plati (ab,c) = 28

(bc,a) =29 a (ca,b) = 211, [50-C-S—1]

N4. N4jdite vSetky dvojice prirodzenych &isel a, b, pre ktoré plati a+b+[a, b] + (a, b) = 50.
[50-C—TI-1]

N5. Pre lubovolné prirodzené ¢isla a, b dokézte nerovnost a - (a,b) + b - [a,b] = 2ab. Zistite
tiez, kedy v tejto nerovnosti nastane rovnost. [60-C-I-5]

4. Redlne cisla a, b, ¢, d vyhovuji rovnici ab + bc + cd + da = 16.
a) Dokazte, Ze medzi ¢islami a, b, ¢, d sa ndjdu dve so siuctom najviac 4.
b) Akt najmensiu hodnotu moze mat siucet a® + b* + ¢ + d?? (Jan Mazak)

Riesenie. a) Z rovnosti 16 = ab + bc + cd + da = (a + ¢)(b + d) vyplyva, ze obidva
sucty a+ c a b+ d nemézu byt vicésie ako 4 stcasne, lebo v opa¢nom pripade by bol ich
sucin vacsi ako 16. Preto vzdy aspon jeden zo suctov a + ¢ alebo b 4+ d ma pozadovanu
vlastnost.

b) Vyuzijeme vSeobecnt rovnost
A+ ++d>=2a-b0)*+3(b—c)+i(c—d)?+i(d—a)®+ab+bc+cd+ da,

o platnosti ktorej sa lahko presvedéime tipravou pravej strany. Vzhladom na nezéapornost
druhych mocnin (a—b)?, (b——c)?, (c—d)? a (d—a)? dostavame pre lavii stranu rovnosti
odhad

a2+ b2+ +d? > ab+ be+ ed + da = 16.

Je najdené cislo 16 najmensou hodnotou uvazovanych suctov? Inac povedané:
nastane pre niektort vyhovujicu Stvoricu v odvodenej nerovnosti rovnost? Z nasho
postupu je jasné, ze musime rozhodnuf, ¢i pre niektort z uvazovanych Stvoric plati
a—b=b—c=c—d=d—a=0, ¢ize a = b= c = d. Pre taka Stvoricu mé rovnost
ab + bc + cd + da = 16 tvar 4a? = 16, omu vyhovuje a = £2. Pre vyhovujice $tvorice
a=b=c=d=2aa=b=c=d=—2mastcet a®> + b> + ¢ + d? naozaj hodnotu 16,
preto ide o hladané minimum.



NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

NG6.

N7.

N8.

Ak reélne &isla z, y, z vyhovuja rovnici 22 +y? = 22, potom aspoi jedno z &isel |z + =],
|x — z| neprevysSuje hodnotu |y|. Dokézte. [Keby |z + z|, |z — 2| boli dve (kladné) &isla
vicsie ako |y|, bolo by &islo |z + z| - |z — z| viicsie ako |y|?, podla zadania ale ide o dve
rovnaké ¢isla.

Nech z, y, z st kladné redlne c¢isla. Ukazte, ze Cislax+y+ 2z —zyz axy +yz + 20 — 3

nemdzu byt stiéasne zaporné. [60—C-11-4]
Je dané prirodzené ¢&islo n (n = 2) a redlne ¢isla x1, x2,... ,xn, pre ktoré plati z1zo =
= 2973 = ... = Tpn_1Tn = Tnpx1 = 1. DokadZte nerovnost w% + :c% + ...+ x% > n.

[65—C—-1-4]

Ak reédlne ¢&isla a, b, ¢, d vyhovuju rovnosti a2 + b2 = b2 + 2 = ¢2 + d? = 1, plati
nerovnost ab + ac + ad + bc + bd + cd £ 3. Dokéazte a zistite, kedy pritom nastane

rovnost. [65—C-11-2]
Dokazte, ze nerovnost (a? 4+ 1)(b%? + 1) — (a — 1)%(b — 1)2? = 4 plati pre lubovolné &isla
a, b z intervalu (1, co). Zistite, kedy nastane rovnost. [69-C-11-2]
Dokézte, ze nerovnost (a+ bc)(b+ ac) = ab(c+ 1)? plati pre lubovolné nezaporné &isla
a, b, c. Zistite, kedy nastane rovnost. [68—-C—S—1]
2 2 2 12
Nerovnosti 2 +b _ 2a”+ab+b) a”+b dokéazte pre lubovolné rézne kladné
2 3(a +b)
¢isla a, b. [68—C-1-6]
Nech a, b, ¢ st redlne cisla, ktorych stcet je 6. Dokazte, Ze aspon jedno z Cisel ab + be,
bc + ca alebo ca + ab nie je vécsie ako 8. [60-B-1-3]

5. Danyj je rovnoramennsj trojuholnik so zdkladriou dizky a a ramenami dizky b. Pomo-
cou nich vyjadrite polomer R kruznice opisanej a polomer r kruznice vpisanej tomuto
trojuholniku. Potom ukdzte, Ze plati R 2 2r, a zistite, kedy nastane rovnost.

(Leo Bocek)

Riesenie. Oznacme S stred zékladne BC daného rovnoramenného trojuholnika ABC),
O stred jeho opisanej kruznice, M stred vpisanej kruznice a P pétu kolmice z bodu M
na rameno AC (obr. 2).

A/
Obr. 2

Z pravouhlého trojuholnika BSA pomocou Pytagorovej vety vyjadrime velkost v
visky AS, pricom v pravouhlom trojuholniku BSO s preponou dlzky R pre odvesnu OS
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plati |OS| = ||AS|—]AO|| = |[v— R| (musime si uvedomit, Ze v tupouhlom trojuholniku
ABC bude bod S lezat medzi bodmi A a O!). Dostavame tak dve rovnosti
2

v2:b2—a—
47
CL2
RQIZ—F(’U—R)Q,

ich s¢itanim vyjde
v> + R* =0+ (v— R)?, ¢&ize b® =2vR.

Dosadenim z prvej rovnice v = %\/ 4b2 — a? do poslednej rovnosti dostaneme hladany
vzorec pre R.

Dodajme, Ze rovnost b?> = 2v R, ktorti sme prave odvodili a z ktorej uz lahko vyplyva
vzorec pre polomer R, je Euklidovou vetou o odvesne AB pravouhlého trojuholnika
ABA'’ s preponou AA’, ktora je priemerom kruznice opisanej trojuholniku ABC' (obr. 2).

N&jdeny vzorec pre polomer R zapiSeme prehladne spolu s druhym hladanym
vzorcom pre polomer r, ktorého odvodeniu sa eSte len budeme venovat:

b? av/4b? — a?
R=——8w—= a r=———F-—. (%)
42 — a2 2(a + 2b)

Druhy zo vzorcov (x) sa da ziskat okamzite zo zndmeho vzfahu r = 25/(a + b +
+ ¢) pre polomer r kruznice vpisanej do trojuholnika so stranami a, b, ¢ a obsahom S;
v nasSom pripade staci len dosadit b = c a 25 = av, kde v = %\/ 4b? — a? podla tvodnej
Casti rieSenia.

Dalsie dva sposoby odvodenia druhého zo vzorcov () zaloZime na tivahe o pra-
vouhlom trojuholniku AM P, ktorého strany maja dizky

|AM|=v—r, |MP|=r, |AP\Z‘AC,_|pC‘:b_,SC‘:b_g.

Pre tento trojuholnik mozeme napisat Pytagorovu vetu alebo vyuzit jeho podobnost
s trojuholnikom AC'S, konkrétne zapisat rovnost sinusov ich spolo¢ného uhla pri vr-
chole A. Podla toho dostaneme rovnice

(U—T)Z—T2+<b—g>2 res ! —i
- 2/ P- v—r b’

ktoré su obidve linearne vzhladom na neznadmu r a maju rieSenie

) 1 (b a)2 av
r=-—-—" - = resp. r = .
2 2 9) TP @+ 2b

Po dosadeni za v v oboch pripadoch dostaneme hladany vzorec pre r. V druhom pripade
je to zrejmé, v prvom to ukazeme:

1 (b—g>2: v? — b% 4 ab — 1a? _ 2ab — a?
2 2v 4v
a(2b — a) _av2b—a  aV4b? —a?

2,/2—a)2b+a) 2v2b+a  2(a+2b)
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Este ostava dokazaf nerovnost R = 2r. VyuZijeme na to odvodené vzorce (x),
z ktorych dostdvame (pripominame, Ze 2b > a > 0)

R 1 b? a—+2b b?

2 52\/4b2—a2'a\/4b2—a2:a(%—a)'

Nerovnost R > 2r teda plati prave vtedy, ked > = a(2b — a). Posledna nerovnost
je vSak ekvivalentna s nerovnostou (a — b)?> = 0, ktorej platnost je uz zrejma. Tym
je dokaz nerovnosti R = 2r hotovy. NavysSe vidime, Ze rovnost v nej nastane jedine
v pripade, ked (a — b)? = 0, ¢iZe a = b, teda prave vtedy, ked je povodny trojuholnik
nielen rovnoramenny, ale dokonca rovnostranny.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Pre vSeobecny trojuholnik ABC' so stranami a, b, ¢ a obsahom S plati pre polomer r
vpisanej kruznice vzorec r = 25/(a + b + ¢). Dokéazte. [Stred M vpisanej kruznice
rozdeluje uvazovany trojuholnik ABC na tri mensie trojuholniky BCM, ACM, ABM
o obsahoch %ar, %br, %cr, ktorych sucet je S, odkial vyplyva dokazovany vzorec.]

N2. Kruznice k(S;6cm) a [(O;4cm) majt vniatorny dotyk v bode B. Uréte dizky stran
trojuholnika ABC, kde bod A je priese¢nik priamky OB s kruznicou k£ a bod C je
priesecnik kruznice k s doty¢nicou z bodu A ku kruznici . [69-C—S-2]

N3. Kruznica [(T;s) prechddza stredom kruznice k(S;2cm). Kruznica m(U;t) sa zvonku
dotyka kruznic k a [, pricom US L ST. Polomery s a t vyjadrené v centimetroch st
celé ¢isla. Urcte ich. [59-B-1I-1]

N4. Pravouhlému trojuholniku ABC s preponou AB je opisana kruznica. Pity kolmic
z bodov A, B na dotyénicu k tejto kruznici v bode C ozna¢me D, E. Vyjadrite dizku
usec¢ky DE pomocou dizok odvesien trojuholnika ABC. [68-C-I-2]

N5. Pravouhlému trojuholniku ABC s preponou AB a obsahom S je opisand kruZnica.
Doty¢nica k tejto kruznici v bode C' pretina dotyc¢nice vedené bodmi A a B v bodoch
D a E. Vyjadrite dizku tsecky DE pomocou dlzky c prepony a obsahu S.

[68-C-II-4]

N6. Rovnoramennému lichobezniku ABC D so zékladtiami AB, C'D je mozné vpisat kruz-

nicu so stredom O. Uréte obsah S lichobeznika, ak sti dané dizky tseciek OB a OC.
[66—-C-II-3]

N7. Kruznice k, [, m sa po dvoch zvonku dotykaja a vsetky tri maji spolo¢nti dotycnicu.
Polomery kruznic k, [ st 3cm a 12 cm. Vypocitajte polomer kruznice m. Najdite vsetky
rieSenia. [65—-C-1-2]

N8. Kruznice k, | s vonkajsim dotykom lezia obe v obdlzniku ABCD, ktorého obsah je
72 cm?. Kruznica k sa pritom dotyka stran CD, DA a AB a kruznica [ sa dotyka stran
AB a BC'. Urcte polomery kruznic k£ a [, ak je polomer kruznice k v centimetroch
vyjadreny celym &islom. [65—-C-II-3]

6. Na hracej ploche n x n tvorenej bielymi stvorcovymi polickami sa Monika a Tamara
striedaju v tahoch jednou figurkou pri nasledujicej hre. Najskor Monika poloZi figirku
na lubovolné policko a toto policko zafarbi namodro. Dalej vidy hrdcka, ktord je na tahu,
urobi s figurkou skok na policko, ktoré je doposial biele, a toto policko zafarbi namodro.
Pritom pod skokom rozumieme bezny tah Sachovym jazdcom, t.j. presun figurky o dve
policka zvislo alebo vodorovne a sucasne o jedno policko v druhom smere. Hracka, ktord
je na rade a uz nemoze urobit tah, prehrdva. Postupne pre n = 4,5, 6 rozhodnite, ktord
z hracok moZe hrat tak, Ze vyhrd nezdvisle na tahoch druhej hracky. (Pavel Caldbek)

RieSenie. Ak je celkovy pocet poli¢ok hracej plochy parny (v zadani pre n = 4
an = 6), mdze v poradi druhd hracka pomyslat na tuto vifaznt stratégiu: sparovat
vSetky policka hracej dosky do dvojic tak, aby v kazdom pére boli policka navzajom
dosiahnutelné jednym skokom. Pokial také sparovanie policok druhé hracka najde, méa
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vitaznu stratégiu: v kazdom tahu urobi skok na druhé poli¢ko toho paru, na ktorého
prvom policku figurka prave lezi.

Ak je celkovy pocet poli¢ok hracej plochy neparny (v zadani pre n = 5), moze
v poradi prva hracka pomyslat na tito vitazni stratégiu: sparovat vsetky policka
hracej dosky okrem jedného do dvojic tak, aby v kazdom péare boli policka navzajom
dosiahnutelné jednym skokom. Pokial také sparovanie prvéa hracka najde, ma vitazni
stratégiu: v prvom fahu polozi figirku na (jediné) nesparované policko a v kazdom
dalsom tahu urobi skok na druhé policko toho péaru, na ktorého prvom policku figirka
prave lezi.

Néajst pozadované sparovania policok je pre zadané priklady Tahké a je to mozné
urobif viacerymi sposobmi. UkaZzme tie z nich, ktoré maju urcité érty pravidelnosti. Na
obr. 3 zlava je vidno, ako je mozné sparovat policka ¢asti hracej plochy o rozmeroch 4 x 2;
celt hraciu plochu 4 x 4 rozdelime na dva také bloky a urobime sparovanie v kazdom
z nich. I na sparovanie poli¢ok hracej plochy 6 x 6 méZzeme vyuZzit sparovanie v dvoch
blokoch 4 x 2; na obr. 3 uprostred je znazornené mozné stredovo simerné sparovanie
vSetkych policok. Nakoniec na obr. 3 vpravo je priklad sparovania policok hracej plochy
5 x 5 s nesparovanym polickom v favom hornom rohu (nesparované policko nemusi byt
nutne rohové); opit je pritom vyuzity jeden blok 4 x 2.

1 2| A D B
3 4|D B C A e A B C D
1 2 2 1(C" E|3 4« 1 2 E A B
3 4 4 3|E C|1 2 3 4 C D F
2 1 A C B D|4 3 2 1 G F H
4 3 B D A E|2 1 4 3 H F G
Obr. 3

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Rieste jednoduchsi variant zadanej tlohy, ked povolené skoky st tahy Sachovou vezou,
t.j. presuny figirky v smere riadkov alebo v smere stipcov hracej dosky (o Tubovolny
pocet policok). Dokézete objavit vitaznu stratégiu pre tento variant hry v pripade
hracej dosky Iubovolnych rozmerov m x n? [Ak st obe ¢isla m a n neparne, ma vitaznu
stratégiu prva hracka, ak je aspon jedno z ¢isel m, n parne, ma vifazni stratégiu druhd
hracka. V oboch pripadoch si uvedena hracka vopred v duchu rozdeli vSetky policka
hracej dosky do dvojic (v prvom pripade jedno policko ostane, nafi potom hrécka
polozi figirku v tvodnom tahu), a to tak, aby v kazdom zostavenom péare boli policka
navzajom dosiahnutelné jednym skokom (pre tahy vezou je to Tahké, staci parovat len
susedné policka riadku alebo stipca); v priebehu hry potom tato hracka moéze vzdy
sko¢it z jedného policka na druhé policko toho istého paru, takze vyhra.]

N2. Na tabuli st napisané vsetky prvocisla mensie ako 100. Gitka a Terka sa striedaju
v fahoch pri nasledujtcej hre. Najprv Gitka zmaze jedno z prvoéisel. Dalej vidy hrécka,
ktoré je na tahu, zmazZe jedno z prvocisel, ktoré ma s predchéddzajicim zmazanym pr-
vodéislom jednu zhodnu éislicu (tak po prvodisle 3 je mozné zmazat trebérs 13 alebo 37).
Hrécka, ktora je na fahu a nemoze uz ziadne prvodislo zmazat, prehrava. Ktora z oboch
hradok méze hrat tak, ze vyhrd nezdvisle od tahov stiperky? [Pretoze prvoéisel mensich
ako 100 je neparny poéet (25), pontka sa hypotéza, ze vitaznua stratégiu bude mat prva
hracka. Ukédzme, Ze to tak naozaj je. Tato hracka si vopred v duchu spéruje (podla
spolo¢nej éislice) napisané prvocisla (d& sa to urobit viacerymi spésobmi, uvedieme
ten, pri ktorom v kazdom kroku parujeme najmensie doposial nesparované prvocislo
s najmensim dal$im doposial nesparovanym prvocislom so spolo¢nou ¢&islicou): (2,23),
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N3.

(3,13), (5,53), (7,17), (11,19), (29,59), (31,37), (41,43), (47,67), (61,71), (73,79),
(83, 89); jediné zostavajiace nesparované prvocislo 97 preto Gitka zmaze ako prvé a dalej
pri hre bude mazat vzdy prvocislo, ktoré je v pare s predchadzajicim zmazanym
prvoéislom. Tymto postupom musi vyhrat.]

Dve hracky maja k dispozicii pre hru, ktort opiseme, neobmedzeny pocet dvadsat-
centovych minci a stél s kruhovou doskou s priemerom 1 meter. Hra prebieha tak,
ze sa hracky pravidelne striedaju v tahoch. Najprv prva hracka polozi jednu mincu
kamkolvek na prazdny stol. Dalej vizdy hracka, ktora je na fahu, poloZi na volni
cast stola dalsiu mincu (tak, aby nepresahovala okraj stola a aby sa skor polozenych
minc{ nanajvys dotykala). Ktora z oboch hracok méze hrat tak, ze vyhrd nezéavisle od
tahov stuperky? [Vitaznu stratégiu ma prva hracka: prvi mincu polozi doprostred stola
a v kazdom dalsom kroku poloZi mincu na miesto simerne zdruzené podla stredu stola
s miestom préve polozenej mince.]
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