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61. ro¢nik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia uloh Skolského kola kategorie B

1. V obore celych cisel vyrieste rovnicu
:1:2+y2+x+y:4.

(Jaroslav Svréek)

Riesenie. Vynasobenim oboch stran danej rovnice Styrmi dostaneme
422 4 49 + 4x + 4y = 16.

Vyraz na lavej strane takto upravenej rovnice doplnime na stcet druhych mocnin dvoch
dvojclenov. Obdrzime tak

(42 +4z+ 1)+ (dy® +4y + 1) = (20 +1)* + (2y + 1)* = 18.

Staci teda vySetrit vSetky rozklady ¢isla 18 na stucet dvoch kladnych neparnych ¢éisel,
pretoze ¢isla 2z + 1 a 2y + 1 nie st delitelné dvoma pre ziadne celé x a y.
Uvazujme preto nasledujice rozklady:

18=1+17=3+15=5+13=7+11=9+09.

Medzi uvedenymi stuc¢tami je iba jeden (18 = 9 + 9) stétom druhych mocnin dvoch
celych ¢isel. Mozu teda nastat nasledujice Styri pripady:

20 4+1=3, 2y+1=3, t.jor=1, y=1,
20 4+1=3, 2y+1=-3, t.jz=1, y=-2,
20 +1=-3, 2y+1=3, t.jor=-2, y=1,

2r+1=-3, 2y+1= -3, t.joxr=-2, y=-2.

Zaver. Danej rovnici vyhovuja prave styri dvojice celych ¢isel (z,y), a to (1,1), (1, —2),
(—=2,1) a (—2,-2).

Iné riesenie. Dant rovnicu mozno upravit na tvar z(x + 1) + y(y + 1) = 4, z ktorého
vidno, Ze ¢islo 4 je nutné rozlozit na stucet dvoch celych ¢&isel, z ktorych kazdé je st¢inom
dvoch po sebe iducich celych ¢isel. Kedze najmensie hodnoty vyrazu t(t+ 1) pre kladné
aj zaporné celé t sa 0,2,6,12,..., do uvahy prichadza iba rozklad 4 = 2 4 2, takze
kazda z neznamych x, y sa rovna jednému z cisel 1 ¢i —2 — jedinych celych ¢isel ¢, pre
ktoré ¢(t+1) = 2. Navyse je jasné, ze naopak kazda zo Styroch dvojic (x,y) zostavenych
z Cisel 1, —2 je riesenim danej tulohy.

Za systematické a Uplné rieSenie dajte 6 bodov. Za uhddnutie len jednej dvojice (z,y), ktord je
rieSenim, nedévajte ziadny bod, za dalsie jedno uhddnuté riesenie dajte 1 bod, za uhddnutie vsetkych
Styroch rieseni dajte 2 body. Pri spravnom postupe naopak strhnite 1 bod za kazdé chybajtce riesenie.

Jednoznac¢nost rozkladu ¢isla 18 na stcet dvoch druhych mocnin je natolko zrejmé, Ze ju nie je nutné
zdovodiiovat (ako v tu uvedenom rieSeni).



2. Dany je pravouhly trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C. Nech F' je pita
vysky z vrcholu C' na preponu AB. Na kolmiciach na priamku AB, ktoré prechddzaji
vrcholmi A a B, su v polrovine opacnej k polrovine ABC' zvolené postupne body D
a E, pre ktoré plati |AF| = |AD| a |BF| = |BE|. Oznac¢me dalej R stred tsecky DE.
Dokdzte, Ze plati nerovnost |RF| 2 |CF| a zistite, kedy nastane rovnost.

(Jaroslav Svréek)

Riesenie. Kedze DAF a EBF sa pravouhlé rovnoramenné trojuholniky, maju uhly
pri ich preponach velkost 45°, takze trojuholnik DEF je pravouhly. Ozna¢me S stred
usecky AB (obr.1). KedZe stred prepony pravouhlého trojuholnika je zaroven stredom
jeho opisanej kruznice, zrejme plati |[RF| = 1|DE| a |CS| = 5|AB|. Pritom AD a BE
st dve rovnobezné priamky, ktorych vzdialenost je rovna |AB|, a preto |[DE| = |AB)|.
Plati teda

1 1
[RF| = 5|DE| 2 5|AB| = S| 2 |CF),

éo sme chceli dokézaf.
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Obr. 1

Rovnost nastane prave vtedy, ked |DE| = |AB| a |CS| = |CF|, teda prave vtedy,
ked S = F (potom je aj |AD| = |AS| = |BS| = |BE| a |DE| = |AB|), ¢ize prave vtedy,
ked je trojuholnik ABC rovnoramenny.

Iné riesenie. Oznacme ¢, = |BF| a ¢, = |AF|. Vzhladom na to, ze |[AD| = ¢
a |BE| = ¢, (obr.1), vidime, Ze pre dlzku prepony DE v pravouhlom trojuholniku
DEF (poz. rieSenie 2. ulohy doméceho kola) dostaneme pouzitim nerovnosti medzi
aritmetickym a geometrickym priemerom pre dvojicu kladnych ¢isel ¢ a ¢? a dalej
pouzitim Euklidovej vety o vyske C'F' v pravouhlom trojuholniku ABC odhad

IDE| = /2(c2 4+ ¢}) 2 V2 - 2cacp = 2y/cacy, = 2|CF|.
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Kedze v pravouhlom trojuholniku DEF plati
uvedenej nerovnosti

9|RF| = |DE| > 2|CF| aodtial |RF|>|CF],

¢o sme chceli dokazat.

Rovnost nastane prave vtedy, ked sa obe priemerované hodnoty ¢2 a c¢? rovnaju, t. j.
ked plati ¢, = ¢, ¢o nastane prave v pripade pravouhlého rovnoramenného trojuholnika
ABC.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Za vynechanie podmienky, kedy nastane rovnost, strhnite 2 body. Len
za uhadnutie, kedy nastane rovnost, dajte 1 bod.

RF| = 1|DE|, dostavame vyuzitim

3. Vistom meste maji vybudovani suvisli siet na Sirenie klebiet (klebety od lubovolného
klebetnika a lubovolnej klebetnice sa mozu dostat ku vsetkym ostatngm). V nej si kazdy
klebetnik vymiena informdcie s dvoma klebetnicami a kaZdd klebetnica si vymiena
informdcie s troma klebetnikmi. Predpokladajme, Ze v uvedenej sieti sa najde taky muz
aj takd Zena, Ze po pripadnom odstahovani ktorejkolvek z tychto dvoch 0sob prestane
byt siet suvislou. Ndjdite najmensi mozny pocet célenov tejto siete. (Pavel Calabek)

Riesenie. Oznac¢me A toho klebetnika, po ktorého odstahovani sa siet rozpadne, a My,
Z, pocty klebetnikov a klebetnic v jednej oddelenej skupine, My a Z5 v druhej. Kedze
v kazdej skupine existuje aspon jedna klebetnica a té je eSte stale v spojeni s aspon
dvoma klebetnikmi, je My = 2 a My = 2. V kazdej skupine medzi po¢tami klebetnic
a klebetnikov platia teraz vzfahy 3Z; — 1 = 2M; a 3Z, — 1 = 2M,. Rovnica tvaru
3z — 1 = 2m nema celociselné rieSenie z ani pre m = 2, ani pre m = 3, az pre m = 4
vychadza celé z = 3. Najmensi mozny pocet Clenov siete tak moéze byt M; = My = 4,
Zl = ZQ = 3.

Tak siet lahko zostrojime podla obr. 2, v ktorom z; st klebetnice a m; klebetnici.

Z2 my ms Z5
m ‘ ‘ m
| » oA « 7
Z1 ms me 26

Obr. 2

Zaroven vidime, ze uvedend siet sa stane nestuvislou po odstahovani jednej z kle-
betnic z3 ¢ z4. Najmensi pocet ¢lenov siete s pozadovanou vlastnostou je preto 15.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Ak bude néjdeny len minimalny odhad Z; = Z2 =3, M1 = My =4
a nebude uvedené konkrétna konfiguracia, dajte 4 body. Ak bude najdend iba konkrétna konfiguricia
s 15 ¢lenmi a nebude dokdzané, ze mensi pocet ¢lenov siete byt nemoéze, dajte len 2 body.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.
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