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61. roénik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia uloh skolského kola kategorie C

1. Najdite vsetky dvojice prirodzenyjch c¢isel a, b, pre ktoré plati rovnost mnoZin
{CL ) [CL7 b]v b- (CL, b)} = {457 180}7

pricom (x,y) oznacuje najuicsi spoloény delitel a [x,y] najmensi spolocny ndsobok cisel
xay. (Tomas Jurik)

RieSenie. Z danej rovnosti vyplyva, ze ¢islo b je neparne (inak by obe ¢isla nalavo boli
parne), a teda ¢islo a je parne (inak by obe ¢isla nalavo boli neparne). Rovnost mnozin
preto musi byt splnend nasledovne:

a-la,b]=180 a b-(a,b)=45. (1)

Kedze ¢islo a deli ¢islo [a, b], je ¢islo 180 = 22-32.5 delitelné druhou mocninou (parneho)
Cisla a, takZze musi platit bud a = 2, alebo a = 6. V pripade a = 2 (vzhladom na to, ze
b je neparne) plati

a-fa,b] =2-[2,b] =2-2b=4b,

) =45-
=45 je

¢o znamena, ze prva rovnost v (1) je splnend jedine pre b = 45. Vtedy b - (a,
- (2,45) = 45, takze je splnend aj druhd rovnost v (1), a preto dvojica a = 2,
rieSenim ulohy.

V pripade a = 6 podobne dostaneme

a-[a,b]=6-[6,b]=6-2-[3,b =12 [3,b],

¢o znamena, ze prva rovnost v (1) je splnend prave vtedy, ked [3, b] = 15. Tomu vyhovuji
jedine hodnoty b = 5 a b = 15. Z nich vSak iba hodnota b = 15 spliia druhi rovnost
v (1), ktora je teraz v tvare b- (6,b) = 45. Druhym rieSenim tlohy je teda dvojica a = 6,
b = 15, ziadne dalSie rieSenia neexistuju.

Odpoved. Hladané dvojice st dve, a to a = 2, b =45 a a = 6, b = 15.

Iné rieSenie. Oznacme d = (a,b). Potom a = ud a b = vd, pri¢om u, v st nestudelitelné
prirodzené ¢isla, takze [a, b] = uvd. Z rovnosti

a-la,b] =ud-uwvd =v?vd®> a b-(a,b)=vd-d=vd
vidime, ze &islo a - [a,b] je u?-ndsobkom ¢isla b - (a, b), takze zadana rovnost mnozin
moze byt splnend jedine tak, ako sme zapisali vztahmi (1) v prvom rieSeni. Tie teraz
mozeme vyjadrit rovnostami
w*vd® =180 a wvd® = 45.

Preto plati u? = %0 =4, ¢ize u = 2. Z rovnosti vd? = 45 = 32 -5 vyplyva, ze bud d = 1
(a v =45), alebo d =3 (av=25). V prvom pripade a =ud =2-1=2ab=vd =45-
-1=45 vdruhoma=ud=2-3=6ab=vd=5-3=15.
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Pozndmka. Kedze zo zadanej rovnosti okamzite vyplyva, ze obe ¢isla a, b st delitelmi
¢isla 180 (takym delitefom je dokonca aj ich najmensi spoloény nasobok [a,b]), je
mozné tlohu vyrie§it roznymi inymi cestami, zaloZenymi na testovani koneéného poc¢tu
dvojic konkrétnych ¢isel a a b. Takyto postup urychlime, ked vopred zistime niektoré
nutné podmienky, ktoré musia ¢isla a, b spliat. Napriklad spresnenie rovnosti mnozin
na dvojicu rovnosti (1) mozno (aj bez pouzitia tvahy o parite ¢isel a, b) vysvetlit
vSeobecnym postrehom: saéin a - [a,b] je vZdy delitelny st¢inom b - (a,b), pretoze ich
podiel mozno zapisat v tvare
a-[a,b] a |a,b]

b-(a,b) (a,b) b’

teda ako sucin dvoch celgch cisel.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Ak chyba zdoévodnenie rovnosti (1) v inak Gplnom rieSeni (argumenty
(a,b) < [a,b] ¢i(a,b) | [a,b] samotné nestadia; staci vSak napr. argument a = (a,b) a [a,b] = b), strhnite
1 bod. Za najdenie oboch vyhovujucich dvojic (napriklad uhddnutim) dajte 1 bod, dalsie body potom
podla kvality podaného postupu hladania, hlavne jeho systematickosti.

2. Oznacme S stred zdkladne AB daného rovnoramenného trojuholnika ABC. Pred-
pokladajme, Ze kruznice vpisané trojuholnikom ACS, BCS sa dotykaji priamky AB
v bodoch, ktoré delia zdkladnu AB na tri zhodné diely. Vypocitajte pomer |AB| : |CS)|.

(Jaromir Sims3a)

RiesSenie. Vdaka stimernosti podla priamky CS sa obe vpisané kruznice dotykaju
vysky C'S v rovnakom bode, ktory oznac¢ime D. Body dotyku tychto kruznic s iseCkami
AS, BS, AC, BC oznac¢ime postupne F, F';, G, H (obr.1). Pre vyjadrenie vsetkych
potrebnych dlZok este zavedieme oznacenie z = |SD| a y = |CD|.

)

A 2 E 2 8§ F 2 B
Obr. 1

Vzhladom na symetriu dotyénic z daného bodu k danej kruznici platia rovnosti
|ISD| = |SE|=|SF|=x a |CD|=|CG|=|CH|=y.

Usetka EF mé preto dizku 2z, ktora je podla zadania zéroveni dizkou tseciek AE
a BF, a teda aj dlzkou use¢iek AG a BH (opif vdaka symetrii dotyénic). Odtial uz
bezprostredne vyplyvaja rovnosti

|AB| =6z, |AC|=|BC|=2z+y a |[CS|=x+y.
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Zavislost medzi dizkami x a y zistime pouzitim Pytagorovej vety pre pravouhly

trojuholnik AC'S (s odvesnou AS dlzky 3z):
(22 +y)? = (32)* + (x +y)*
Roznésobenim a dalsimi tpravami odtial dostaneme (z a y st kladné hodnoty)
422 + day + y? = 922 + 22 + 2zy + v2,
2@y = 622,
y = 3.
Hladany pomer tak mé hodnotu
|AB|: |CS|=6z: (x+y)=6x:40x=3:2.
Poznamenajme, ze prakticky rovnaky postup celého rieSenia mozno zapisat aj pri

Standardnom oznaceni ¢ = |[AB| a v = |CS|. Kedze podla zadania plati |[AE| = zc,
ateda |[SE| = }c, z rovnosti |SD| = |SE| vyplyva |CD| = |CS|—|SD| = v— ¢, odkial

|AC| = |AG| + |CG| = |AE|+ |CD| = 3¢+ (v — §¢) = v + g,
takze z Pytagorovej vety pre trojuholnik AC'S,
(v + 10 = (1o + 02,
vychadza 3v = 2¢, Cize c: v = 3 : 2.

Za tplné riesenie dajte 6 bodov. Za vyjadrenie potrebnych dizok pomocou dvoch parametrov (napr.
x, y alebo ¢, v) dajte 3 body, dalsie 2 body pridajte za efektivne vyuzitie Pytagorovej vety a 1 bod za
koneéné urcenie hladaného pomeru.

3. Redlne ¢isla p, q, r, s spliiaji rovnosti

P+ +rt st =4 a pq+rs=1.
Dokazte, Ze niektore dve z tychto styroch cisel sa lisia najviac o 1 a niektoré dve sa lisia
najmenej o 1. (Jaromir Simsa)
Riesenie. Druhé zo zadanych rovnic napoveda, ze by sme mali skiimat odchylky ¢isel
v dvojiciach p, g a r, s. Pre stcet druhych mocnin tychto odchylok plati

p—q)?+ @ —s8)2=@"++1r°+5%) —2pg+7rs) =4—2-1=2,
ako 1, ani mensie ako 1. Jedno z ¢isel (p — q)2, (r — s)? je teda najviac 1 a jedno je
najmenej 1. To isté potom plati aj o ¢islach |p — ¢| a |r — s|, ¢o sme chceli dokazat.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Uréenie stiétu (p — q)2 + (r — s)? ohodnotte 4 bodmi. Ak riesitel pri
spravnej uvahe urobi zaver o ¢islach p — g a r — s bez absolutnych hodnét (a nepodotkne pritom, Ze
mozno bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Zze p = q a r = s), strhnite 1 bod.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia Skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.
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