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57. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania 1loh vyberového ststredenia

(Sustredenie sa konalo 24.—30. 4. 2008.)

1. Body v rovine s celociselnymi stradnicami su ofarbené troma farbami, pricom kazda farba
je pouzitd aspon raz. Dokézte, Ze vieme ndjst pravouhly trojuholnik, ktorého vrcholy maju
celociselné stradnice a st réznych farieb.

2. Néjdite vietky stvorice k, [, m, n prirodzenych ¢isel, ktoré splhaji

(1+n*=14+nm

3. V trojuholniku ABC oznaéme P prieseénik osi uhla BAC so stranou BC' a @) prieseénik
osi uhla ABC so stranou AC. Oznaéme M prieseénik osi uhla BAC a kruZnice opisanej
trojuholniku ABC' (rézny od A) a N priesecnik osi uhla ABC' a kruznice opisanej ABC' (rozny
od B). Dalej na priamke AB zvolme body D, E tak, aby D lezal na polpriamke opacnej k AB
a E na polpriamke opacnej k BA a zarovenr |AD| = |AC| a |BE| = |BC|. Dalej nech U je
stred kruznice opisanej trojuholniku BEM a V je stred kruznice opisanej trojuholniku ADN.
Oznaéme X prieseénik AU a BV. Ukéazte, ze CX je kolmé na PQ).

4. Mame danych pif redlnych ¢isel. Urobime rozdiel su¢tu Tubovolnych troch z nich a stétu
zvysnych dvoch. Tento rozdiel je vzdy kladné ¢islo. Dokazte, Ze sucin vsetkych takychto
desiatich rozdielov je nanajvys stcin druhych mocnin tychto piatich ¢isel.

5. Nech b, n st prirodzené cisla vicsie ako 1. Pre kazdé k > 1 existuje celé cislo ai také, ze
b—a} je delitelné c¢islom k. Dokazte, Ze b je n-tou mocninou celého &isla.

6. Dany je rovnoramenny trojuholnik ABC' so zakladniou BC'. Bod M je stredom strany BC.
Nech X je bod na kratSom obliku M A kruZnice opisanej trojuholniku ABM. Nech T je bod
v Casti roviny urcenej uhlom BMA taky, ze |[{TMX| = 90° a |[TX| = |BX]|. Dokazte, ze
|{MTB| — |£CT M| nezélezi na volbe bodu X.

7. Majme 3n cisel, oznaéme ich ai,as,...,as,. Po pozoruhodnom premiesani budu Cdisla
v poradi

as,ag,...,03n,02,05,... ,a3p—1,01,04, ... ,A3n—2-
Zacnime s cislami 1,2,3,...,192. Mdézeme po koneénom pocte pozoruhodnych premiesani

dostat ¢isla v poradi 192,191,190, ... ,17

8. Uhlopriecky daného lichobeznika ABC D sa pretinaju v bode P. Bod @ leZzi medzi rovno-
beznymi priamkami BC a AD tak, ze |[{AQD| = |£CQB| a body P a @ lezia v opa¢nych
polrovindch uréenych priamkou C'D. Dokézte, ze | BQP| = |[{DAQ)|.

9. Nech S je konecna mnozina bodov v rovine takych, Ze ziadne tri z nich nelezia na jednej
priamke. Pre kazdy konvexny mnohouholnik P, ktorého vrcholy patria do S, nech a(P) je pocet
jeho vrcholov a nech b(P) je pocet bodov z S leziacich zvonku P. Dokézte, Ze pre kazdé redlne

¢islo x plati
S P (1 - ) = 1,
P



kde suma sa berie cez vSetky konvexné mnohouholniky s vrcholmi v S.
Pozndmka. Usecka, bod a prazdna mnozina sa povazuji za konvexny dvoj-, jedno- a nulauhol-
nik.

10. V trojuholniku ABC plati |[{ACB| < |{BAC| < m/2 a bod D lezi na strane AC' tak, ze
|BD| = |BA|. Kruznica vpisana trojuholniku ABC sa dotyka strany AB v bode K a strany AC
v bode L. Bod J je stred kruznice vpisanej trojuholniku BCD. Dokéazte, ze priamka KL
rozpoluje tsecku AJ.

11. Uvazujme funkcie f:N — N vyhovujice podmienke

flm+n) 2 f(m)+ f(f(n)) -1
pre vSetky m,n € N. Najdite vSetky mozné hodnoty f(2007).

12. Nech ABCD je rovnobeznik, pricom ziadny z jeho vnutornych uhlov nemé velkost 60°.
Néjdite vSetky dvojice bodov E a F také, ze trojuholniky AEFB a BFC st rovnoramenné so
zékladiiami AB a BC' a trojuholnik DEF' je rovnostranny.

13. Vo vrcholoch konvexného mnohouholnika s parnym poctom stran sedia polovnici. Vnutri
mnohouholnika mimo jeho uhlopriecok sa nachadza liska. Polovnici naraz vystrelia smerom na
lisku, ale liska sa uhne a gulky z pusSiek letia dalej a preletia cez strany mnohouholnika. Dokézte,
Ze aspot jednu stranu netrafi Ziadna gulka.

14. Najdite vsetky funkcie f:Q — R, ktoré pre vietky racionalne ¢isla z a y spliiaji nerovnost

1f(z) = f)] £ (= —y)*.

15. Nech P je mnozina vsetkych prvocisel. Nech M je podmnozina mnoziny P, ktord ma aspon
tri prvky a navyse pre kazda vlastni kone¢nii podmnozinu A mnoziny M patria vSetky prvocisla
z prvociselného rozkladu ¢isla

-1+ H P

pEA

do mnoziny M. Dokazte, ze M = P.
16. Polyném P nepéarneho stupiia spliia pre kazdé relne &slo z rovnost

P(x® —1) = P(z)? — 1.
Dokézte, ze P(x) = z pre kazdé redlne ¢islo x.
17. Nech X je mnozina 10000 réznych celych ¢isel, z ktorych ziadne nie je delitelné ¢islom 47.
Dokézte, ze existuje jej 2008-prvkova podmnozina Y taka, Ze ¢islo a —b+c—d+e nie je delitelné
¢islom 47 pre ziadnu piticu (nie nutne réznych) ¢isel a,b,c,d,e € Y.
18. Dany je trojuholnik ABC'. Kruznica pripisana ku strane BC m4a stred J a dotyka sa
strany BC v bode A; a priamok AC, AB postupne v bodoch B, C;. Predpokladajme, Ze

priamky A;B; a AB st navzajom kolmé a pretinaji sa v bode D. Nech E je pita kolmice
spustenej z bodu C; na priamku D.J. Urcte velkosti uhlov BEA; a AEB;.



