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56. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania 1loh vyberového ststredenia

(Sustredenie sa konalo 10.—16. 4. 2007.)

1. Oznacme A, pocet permutacii ai,as,...,a, Cisel 1,2,... n takych, ze pre vSetky k =
=1,2,...,n je |ax — k| rovné 0, 1 alebo 2. Dokézte, ze pre n = 6 plati

An = 2An71 + 2An73 - An75~

2. Dokézte, 7e ak a, b, ¢, d st kladné reélne &isla spliiajice nerovnost
(@>+ 02+ +d?)” >3 (a* + b+t +dY),
tak Tubovolna trojica z &isel a, b, ¢, d mdze byt dlzkami stran trojuholnika.

3. Trojuholnik ABC' je vpisany do kruznice 2. Nech M7, M>, M3 st postupne stredy stran
BC, CA, AC a Ty, Ty, T3 st stredy oblukov BC, CA, AB na kruzZnici €, ktoré neobsahuju
protilahly vrchol. Pre i = 1,2, 3 nech w; je kruznica s priemerom M;T; a p; je spolo¢na vonkajsia
doty¢nica kruznic wj, wi ({7,7,k} = {1,2,3}) taka, Ze w; lezi na opacnej strane priamky p; ako
w; a wy. Dokézte, ze priamky p1, p2, p3 vytvaraju trojuholnik podobny s ABC' a néjdite pomer
podobnosti.

4. Vnutri strany BC' ostrouhlého trojuholnika ABC lezi bod D. Body P a @ st stredmi kruznic
opisanych trojuholnikom ABD a ACD. Dokéazte, ze existuje bod M rbézny od bodu A taky, ze
nim prechadzaju vSetky kruZnice opisané vSetkym moznym trojuholnikom APQ (trojuholnik
ABC je pevny a bod D sa pohybuje po strane BC).

5. Prirodzené ¢&islo N sa d4 napisat v tvare a? + b2 + 2, kde a, b, c st celé ¢isla delitené tromi.
Dokéazte, Ze sa d4 napisaf aj v tvare 22 + y? + 22, kde z, vy, 2 st celé ¢&isla, z ktorych ziadne nie
je delitelné tromi.
6. V tabulke 300 x 300 je N poli¢ok zafarbenych ¢iernou farbou, ostatné st biele. Ziadne tri
¢ierne policka netvoria roh (t.]. Gtvar i, lubovolne otoceny). Ked vSak zafarbime Iubovolné
biele policko nacierno, tato podmienka prestane platit. Najdite minimalnu hodnotu N.
7. Postupnost realnych ¢&isel ay,as,as, ... je definovana predpisom
ap+1 = |an] - {an) pren =1,

pricom a; je Tubovolné realne ¢islo. Vyraz |a,| oznacuje najvicsie celé ¢islo, ktoré neprevy-
suje a,. Vyraz (a,) je uréeny predpisom (a,) = a, — |a,]. Dokédzte, Ze poéntc od uréitej
hodnoty pre kazdé n plati a,, = a,42-
8. Dany je konvexny pédtuholnik ABCDE, pri¢om

|{BAC| = |{CAD| = |{DAE] a |{ABC| = |{ACD| = |{ADE).

Uhlopriecky BD a CFE sa pretinaju v bode P. Dokézte, ze priamka AP prechidza stredom
strany C'D.



9. Dané je raciondlne ¢islo = z intervalu (0,1). Nech y je také ¢islo z intervalu (0, 1), ktorého
n-ta cifra za desatinnou ¢iarkou sa rovna 2"-tej cifre za desatinnou ¢iarkou ¢isla x. Dokazte, ze
aj y je racionalne.

10. Na ulici je v rade za sebou n lamp L1, ... , L,, pricom n = 2. Kazda z nich bud svieti, alebo
je zhasnutd. Kazda sekundu naraz upravime stav vSetkych lamp podla nasledujucich pravidiel:
— ak lampa L; a s nou susediace lampy s v rovnakom stave, tak L; bude po tprave zhasnuté;
— inak bude L; po tprave svietit.
Na zaciatku prva lampa svieti a vSetky ostatné si zhasnuté.
a) Dokézte, 7Ze existuje nekonecne vela prirodzenych ¢isel n, pre ktoré budia po istom case
vSetky lampy naraz zhasnuté.
b) Dokézte, ze existuje nekonecne vela prirodzenych éisel n, pre ktoré nebudi nikdy vsetky
lampy naraz zhasnuté.

11. Nech ABC' je rovnoramenny trojuholnik a D je stred jeho zdkladne BC. Ozna¢me dalej
M stred AD a N pétu vysky z bodu D na priamku BM. Dokéazte, ze uhol ANC' je pravy.

12. Nech d(n) oznacuje pocet kladnych delitelov ¢isla n. Najdite vSetky prirodzené n také, ze
n = d(n)*.

13. Najdite vsetky funkcie f : R — R také, ze
flaf(x)+ f(y) = f2)* +y
pre vsetky z,y € R.
14. Parny pocet poslancov rokuje za okruhlym stolom. Po kratkej prestavke si znova posadaju,

inak ako predtym. Ukazte, Ze existuji dvaja poslanci, medzi ktorymi sedi rovnaky pocet
poslancov ako pred prestavkou.

.....

aspon n + 1 mrezovych bodov.
16. Dokéazte, ze stcin piatich po sebe iducich prirodzenych ¢isel nemoze byt Stvorec.

17. Ozna¢me c najvicsi realny koreti 22 — 322 + 1 = 0. Dokéazte, ze |c1988] je delitelné 17-timi.



