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55. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania tloh vyberového stustredenia

(Sustredenie sa konalo 23.—29. 4. 2006.)

1. Ciferny sucet c¢isla N je 100, ciferny stcet ¢isla 5N je 50. Dokazte, ze N je parne.

2. Nech AA" a BB’ st vysky ostrouhlého trojuholnika ABC. Bod D lezi na obliku ACB
kruznice opisanej trojuholniku ABC. Nech P je priesecnik priamok AA’ a BD, nech Q je
priesec¢nik priamok BB’ a AD. Dokéazte, ze priamka A’ B’ prechddza stredom tsecky PQ.

3. Niekolko jablk a pomarancov je rozmiestnenych v 99 skatuliach. Dokéazte, ze vieme vybraf
50 skatul tak, aby obsahovali aspori polovicu vSetkych pomarancov a aspori polovicu vsetkych
jablk.

4. Vnutri §tvorca so stranou dlzky 6 sa nachadzaji body A, B, C, D tak, ze vzdialenost
Tubovolnych dvoch z tychto bodov je aspon 5. Dokézte, ze body A, B, C, D vytvéaraji konvexny
stvoruholnik s obsahom aspon 21.

5. V trojuholniku ABC, pre ktory plati |AB| + |BC| = 3|AC], sa jemu vpisand kruznica so
stredom v bode I dotyka stran AB a BC' v bodoch D a E. Obrazy bodov D, E v stredovej
stmernosti podla bodu I ozna¢me K, L. Dokazte, Ze Stvoruholnik ACK L je tetivovy.

6. Ak pre prirodzené Cisla a, b plati, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n je ¢islo ™ + n delitelné
¢islom a™ + n, tak a = b. Dokazte.

7. Pre Tubovolné reilne ¢isla a; = 1 (i = 1,2,...,2006) najdite najmensiu mozni hodnotu
vyrazu
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8. Nech RT je mnoZina vSetkych kladnych redlnych éisel. Dokézte, Ze jedina funkcia f : RT —
— R*, ktora spliia rovnost

f@)fly) =2f(z+yf(z))

pre kazda dvojicu kladnych redlnych ¢isel z, y, je konstantna funkcia f(z) = 2.

9. Dany je rovnobeznik ABCD. Priamka £ prechadzajica bodom A pretina polpriamky BC),
DC' postupne v bodoch X, Y. Ozna¢me K, L stredy kruznic pripisanych postupne k stranam
BX, DY trojuholnikov ABX, ADY . Dokézte, velkost uhla K C'L nezéavisi na polohe priamky /.

10. Na stole je n minci (n = 2). Kazda je z jednej strany biela a z druhej strany ¢ierna. Mince
st na zaciatku poukladané v jednom rade bielou stranou nahor. V kazdom kroku, pokial je to
mozné, zvolime jednu mincu oto¢ent bielou stranou nahor (nie vSak jednu z dvoch krajnych
minci), odlozime ju zo stola pre¢ a obratime naopak mince, ktoré s odlozenou susedili, t.].
najbliz§iu mincu napravo a najblizsiu nalavo. Zistite, pre ktoré n moézu (ak robime spravne
kroky) na stole ostat len dve krajné mince.

11. Dokézte, Ze kazdé prirodzené ¢&islo k& > 1 ma kladny nasobok mensi ako k°, ktorého
dekadicky zapis obsahuje nanajvys styri rozne ¢islice.



12. Nech ABCD je stvoruholnik, pre ktory plati |{CBD| = 2|{ADB|, |{ABD| = 2|£CDB|
a |AB| = |CB|. Dokézte, ze |AD| = |CD|.

13. Zistite, ¢i existuje mnozina 18 po sebe iducich prirodzenych ¢isel, ktora sa da rozdelit na dve
disjunktné mnoziny A, B tak, Ze si¢in prvkov mnozZiny A sa rovnd sucinu prvkov mnoziny B.

14. N4jdite vSetky kvadratické polynémy p(x) tvaru x2+ax+b s celo¢iselnymi koeficientmi, pre
ktoré existuje polyném g(x) s celo¢iselnymi koeficientmi taky, ze p(x)g(x) je polyném, ktorého
vSetky koeficienty st +1.

15. Najnovsi vyskum v oblasti Cervich dier konecne umoznil medzigalaktické cestovanie.
Do vybudovania GIGANT (Global Intergalactic Network for Travel) sa zapojilo n galaxii
G1,Ga, ... ,G,. Kazda dvojica z nich mé byt prepojena prave jednou priamou dialnicou, ktorej
dlzka vyjadrend v jednotkéch yt (years of travel) bude prirodzené ¢islo a nebude presahovaft r
tak, ze

(1) pre kazdé prirodzené &islo od 1 po r (vratane) bude aspoii jedna dialnica s danou dizkou;
(2) pre kazda okruznu cestu G;G;G buda dve z tychto troch dialnic rovnako dlhé a kazda
z nich bude dlhsia ako tretia.

Ulohy:

(a) Uréte najviiésiu hodnotu prirodzeného éisla r, pre ktora sa da4 vybudovat GIGANT.

(b) Kolko roéznych dialni¢nych sieti sa da4 vybudovat pre tito hodnotu?

16. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik |AB| # |AC|, nech H je jeho ortocentrum a M je stred
strany BC. Body D na AB a E na AC su také, ze |AE| = |AD| a D, H, E st kolinearne.
Dokazte, ze priamka H M je kolméa na chordalu kruznic opisanych trojuholnikom ABC a ADE.

17. N4jdite vSetky prirodzené ¢isla n > 1 také, pre ktoré existuje jediné prirodzené &islo a < n!
také, Ze a™ + 1 je delitelné ¢islom n!.



