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61. ro¢nik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z8

1. Korespondencénd matematickd sutaz prebieha v troch koldch, ktorych ndroénost sa
stupnuje. Do druhého kola postupuji len ti riesitelia, ktori boli uspesni v prvom kole,
do tretieho kola postupuji len uspesni riesitelia druhého kola. Vitazom je kazdy, kto je
uspesnym riesitelom posledného, teda tretieho kola. V poslednom rocniku tejto sitaZe
bolo presne 14 % riesitelov uspesniych v prvom kole, presne 25 % riesitelov druhého kola
postipilo do tretieho kola a presne 8 % riesitelov tretieho kola zvitazilo. Aky je najmensi
pocet sutaziacich, ktori sa mohli zicastnit prvého kola? Kolko by bolo v takomto pripade
vitazov? (M. Petrova)

Napad. Vsetky medzivysledky musia byt prirodzené ¢isla.

RiesSenie. Pocet vsetkych riesitelov prvého kola ozna¢me x. Pocet tispesnych riesitelov
prvého kola (a teda pocet vSetkych riesitelov druhého kola) je 14% z z, teda 0,14z.
Pocet uspesnych riesitelov druhého kola (a teda pocet vSetkych riesitelov tretieho kola)
je 256% =z 0,14x, t.j. 0,25 - 0,142z = 0,035x. Pocet tspesnych riesitelov tretieho kola
(a teda aj pocet vitazov) je 8 % z 0,035z, t.j. 0,08 - 0,035z = 0,0028z.

Kedze vSetky vypoCty st presné (bez zaokrihlovania), musia byt ¢isla x, 0,14z,
0,035z a 0,0028x prirodzené. Zacneme poslednym z nich:

28 7

0.0028% = 756000% = 2500

¢islo = teda musi byt nasobkom ¢isla 2 500. Kedze hladdme najmensie rieSenie, budeme
postupne skusat nasobky 2500, kym nebudi vSetky spominané ¢isla prirodzené:

T 0,14z 0,035x 0,0028x Zaver
2500 350 87,5 7 nevyhovuje
5000 700 175 14 vyhovuje

Najmensi pocet sutaziacich, ktori sa mohli ziuc¢astnit prvého kola, je 5000. Vitazov by
v takom pripade bolo 14.

Iné riesenie. Pocet vSetkych rieSitelov prvého kola ozna¢me x. Pocet tispesnych riesi-
telov prvého kola (a teda pocet vSetkych riesitelov druhého kola) je 14% z z, teda

147
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Pocet uspesnych riesitelov druhého kola (a teda pocet vSetkych riesitelov tretieho kola)
je 25% z predchadzajtceho poctu, t.].

R
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Pocet uspesnych riesitelov tretieho kola (a teda aj pocet vitazov) je 8 % z predchadza-

jaceho poctu, t.j.
8 7 7
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Vsetky vyssie uvedené vyrazy musia byt prirodzené ¢isla, ¢islo x teda musi byt
spoloénym nasobkom ¢isel 50, 200 a 2 500. KedZe nas zaujima najmensi mozny pocet
sutaziacich v prvom kole stitaze, hladdme najmensi spoloény ndsobok uvedenych éisel,
¢o je 5000.

Najmensi pocet sutaziacich v prvom kole je teda 5000 a pocet vifazov by v tomto
pripade bol

7
—— - 5000 = 14.
2500

2. Je dany rovnoramenny trojuholnik ABC so zdkladriou AB dlhou 10 cm a ramenams
dlhymi 20 cm. Bod S je stred zdkladne AB. Rozdelte trojuholnik ABC' styrmi priamkami
prechddzajicimi bodom S ma pdt casti s rovnakym obsahom. Zistite, aké dlhé tseky
vytnu tieto priamky na ramendch trojuholnika ABC'. (E. Trojakova)

Napad. Uvedena konstrukcia je osovo simerna.

Riesenie. Trojuholnik ABC je simerny podla osi C'S, preto aj deliace priamky musia
byt osovo simerné podla tejto osi. Vysledné casti potom budu tvorit dve dvojice osovo
stmernych trojuholnikov a jeden (osovo simerny) Stvoruholnik s vrcholom C. Ozna¢me
priesec¢niky dvoch deliacich priamok s jednym ramenom X a Y ako na obr. 1.

c!

5
Obr. 1

Podla zadania maja byt obsahy trojuholnikov ASX a XSY a dvojnisobok obsahu
trojuholnika Y SC rovnaké. Tieto tri trojuholniky vSak maji rovnaka vysku zo spoloc-
ného vrcholu S, takze ich obsahy st v uvedenom pomere prave vtedy, ked pre protilahlé
strany plati

|AX| = |XY|=2YC|.

Sucasne vieme, Ze

|AC| = |AX| + | XY]| + |YC| = 20 cm.
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Z uvedeného vyplyva, ze 5|YC| = 20cm, t.j. |YC| = 4cm a |[AX| = |XY| = 8cm.
Deliace priamky vytinaji na ramenach trojuholnika tsecky dlhé 4 a 8 cm.

3. Hladame pitciferné c¢islo s nasledujicimi vlastnostami: je to palindrom (t.j. éita
sa odzadu rovnako ako odpredu), je deliteln€ dvandstimi a vo svojom zdpise obsahuje
cifru 2 bezprostredne za cifrou 4. Urcte vsetky mozné cisla, ktoré vyhovuju zadanym
podmienkam. (M. Mach)

Napad. Urcte, ako mézu byt umiestnené cifry 2 a 4; pre kazdy pripad zvlast potom
diskutujte zvysné podmienky.

RiesSenie. Piftciferné palindrémy, v ktorych sa cifra 2 nachadza bezprostredne za
cifrou 4, su prave nasledujuce:

42x24, x424x,  %242x, 24x42.

Pre tieto pripady staéi teraz diskutovat delitelnost dvanastimi. Cislo je delitelné dva-
nastimi prave vtedy, ked je delitelné tromi a zaroven Styrmi, t.j. prave vtedy, ked jeho
ciferny sucet je delitelny tromi a zaroven posledné dvojéislie je delitelné Styrmi.

Cislo 24 je delitelné $tyrmi, preto st palindrémy typu 42%24 vzdy delitelné $tyrmi,
a preto sme zaujimame len o delitelnost tromi. Zname cifry maju ciferny sucet 12, ktory
delitelny tromi je, preto hviezdicka uprostred musi zastupovat nasobok troch — 0, 3, 6
alebo 9.

Palindréomy typu *424x st delitelné Styrmi prave vtedy, ked posledné cifra je 0, 4
alebo 8. KedZe sa jednd o palindrém, rovnaké cifra bude aj na zaciatku, preto variant
s nulou nevyhovuje. Po doplneni stvoriek je ciferny stcet 18, po doplneni osmiciek 26.
TakzZe delitelny tromi je len palindrém 44244.

Palindréomy typu *242x st delitelné Styrmi prave vtedy, ked posledné cifra je 0, 4
alebo 8. Rovnako ako v predoslom pripade vyluc¢ime cifru 0 a urc¢ime ciferné sucty: pre
stvorky je to 16, pre osmicky 24. Delitelny tromi je len palindréom 82428.

Kedze ¢islo 42 nie je delitelné Styrmi, palindréomy typu 24x42 nemozu byt delitelné
Styrmi, teda ani dvanastimi. Zadanym podmienkam teda vyhovuji prave cisla

42024, 42324, 42624, 42924, 44244, 82428.

4. Na stred hrnciarskeho kruhu sme poloZili kocku, ktora mala na kaZdej svojej stene
napisane jedno prirodzené cislo. Tesne predtym, ako sme kruh roztocili, sme z miesta,
kde stojime, videli tri steny kocky a teda len tri cisla. Ich siucet bol 42. Po otocent
hrnciarskeho kruhu o 90° sme z rovnakého miesta videli tri steny s cislami, ktore mali
sucet 34 a po otoéent o dalsich 90° sme videli tri ¢isla so suctom 53.

1. Uréte sucet troch ¢isel, ktoré z mdsho miesta uvidime, ked sa kruh otodi este
o dalsich 90°.
2. Kocka cely cas lezala na stene s ¢islom 6. Urcte mazximdlny mozny sucet vsetkych

siestich cisel na kocke.
(L. Simiinek)

Napad. Zamerajte sa na vzfah medzi ¢islami na navzajom rovnobeznych boénych
stenach.



Riesenie. Cisla, ktora vidime pred rozto¢enim kruhu, ozna¢me a, b, ¢, pricom c je ¢islo
na hornej stene. Po otoceni o 90° stratime z nasho pohladu stenu s ¢islom a a objavi
sa stena s 1iou rovnobezna. Podla zadania sa sucet viditelnych ¢isel zmeni z 42 na 34,
teda zmensi sa o 8. Cislo, ktoré sa ukazalo po otoceni je preto o 8 mensie ako a, t.j.
a— 8.

Podobne uvazujeme o dalSej otocke o 90°. Pri nej stratime z pohladu stenu s ¢is-

.....

boc¢nej stene sa preto objavi ¢islo b+ 19.

b+19 -

Obr. 2

Este po dalSom otoceni o 90° tak vidime steny s ¢islami b + 19, a, ¢. Zo zadania
vieme, ze a +b+c =42, teda a+ b+ 19+ c = 42 4 19 = 61. Sucet 61 je rieSenim prvej
casti ulohy.

Teraz budeme riesit druhia cast tlohy. Pred rozto¢enim kruhu vidime tri steny so
suc¢tom 42, po otoceni o 180° vidime iné dve boc¢né steny a stale rovnaki hornii stenu
s Cislom ¢, tentoraz ide o sucet 53. Teda stucet ¢isel na tychto piatich stenach je rovny
42+ 53 — c. Na kocke je podla zadania zospodu napisané ¢islo 6, sucet vsetkych jej ¢isel
je teda rovny 6 + 42 + 53 — ¢, t.j. 101 — c. Ak mame urcit najvicsiu moznt hodnotu
tohto vyrazu, dosadime za ¢ najmensiu pripustnit hodnotu 1. Potom vidime, Ze sticet
¢isel na kocke mohol byt najviac 100.

Iné rieSenie druhej céasti. Z vysSSie uvedeného rieSenia pouzijeme obr.2 s jeho
popisom. Sucet vsetkych cisel na kocke je

a+b+(a—8)+(b+19)+c+6=2a+20+c+17.

Pritom plati, Ze vSetky nezname st prirodzené ¢isla a a = 9, aby aj hodnota a — 8 bola
prirodzené c¢islo. Poslednou podmienkou je a + b+ ¢ = 42. Aby sme pri danom sucte
a + b + ¢ ziskali ¢o najvic¢siu hodnotu vyrazu 2a + 2b + ¢ + 17, musime za ¢ zvolif ¢o
najmensiu pripustnt hodnotu, t.j. 1, pretoze ostatné nezname st vo vyraze zastipené
vo svojich nasobkoch. Stucet a+ b potom nadobtida hodnotu 41 a stcet vsetkych Siestich
¢isel na kocke tak moze byt najviac

20 +2b+c+17=2-41+1+ 17 = 100.



5. Pankrdc, Servdc a Bonifdc su traja bratia, ktori maju P, S a B rokov. Vieme, Ze P,
S a B su prirodzené cisla mensie ako 16, pre ktore plati:

5)
P=33-9)
S=2(B-P),
B =8(S—P).
Urcte vek vsetkiyjch troch bratov. (L. Hozova)

Napad. Bonificov vek mozno uréit velmi lahko.

Riesenie. Z tretej rovnice vyplyva, ze B je prirodzené ¢islo mensie ako 16 prave vtedy,
ked S— P =1, ¢ize S = P+1; potom nutne B = 8. Dosadime tieto poznatky do druhej
rovnice a ur¢ime P:

P+1=2(8-P),

P+1=16-2P,
3P = 15,
P=5.

Odtial S = 54+ 1 = 6 a lahko overime, Ze trojica B =8, P =5 a S = 6 vyhovuje aj
rovnici prvej: 5 = 2(8 — 6). Pankrdc mé teda 5, Servéc 6 a Bonifac 8 rokov.

Pozndmka. S rovnicami zo zadania mozno manipulovat réznymi spdsobmi, no bez
obmedzenia P, S, B < 16 by tloha nemala rieSenie urc¢ené jednoznacne — najdete nejaké
dalsie?

Iné rieSenie. Zo zadania vyplyva, ze P, S a B su kladné ¢isla prave vtedy, ked B >
> S > P > 0. Rovnako ako v predchidzajicom rieSeni urc¢ime, ze z tretej rovnice
vyplyva B = 8 a P = S — 1. Navyse z druhej rovnice je zrejmé, ze S je parne cislo.
Spolu teda vidime, Ze rieSenim tlohy moze byt jedine niektord z nasledujucich trojic
Cisel:

B
8
8
8

[NCH NG = N )

P
)
3
1

Dosadenim do prvej a druhej rovnice zistime, ze jedinym rieSenim je trojica B = 8§,
S=6aP=>5.



6. Janka narysovala obdlznik s obvodom 22 cm a dlZkami stran vyjadrengmi v centimet-
roch celymi ¢islami. Potom obdiznik rozdelila bezo zvysku na tri obdlZniky, z ktorych
jeden mal rozmery 2 cmx 6 cm. Sicet obvodov vsetkych troch obdlZnikov bol o 18 cm vécst
ako obvod poévodného obdlZnika. Aké rozmery mohol mat pévodny obdlznik? Ndjdite
vSetky riesenia. (M. Dillingerova)

Napad. Uréte, ako mohla Janka obdlZnik rozdelit; pre jednotlivé moznosti potom
vyjadrite zadany rozdiel obvodov pomocou diZok deliacich ¢&iar.

Riesenie. Vsetky veli¢iny v texte su vyjadrené v centimetroch, jednotky dalej uvadzat
nebudeme. DI7ky stran Jankinho obdlznika oznaéime z a y, podla zadania st to
prirodzené cisla.

Najskor zistime, ako mohla Janka svoj obdlZnik rozdelit. Typovo mame len dve
moznosti uvedené na obr. 3 (ktory je len schematicky, t.j. rozhodne nepredpokladame,
ze T >y).

Obr. 3

Obvod povodného obdlznika je 2(x + y) = 22, teda = +y = 11. Sucet obvodov
st¢tu dlzok deliacich tiseciek, ktoré st na obr. 3 vyznacené prerusovane. Tento rozdiel
mé byt rovny 18.

I. Obe deliace tsecky maju rovnaka dizku y. Potom musi platif 4y = 18, odtial
y = 4,5. To vsak nie je mozné, pretoze 4,5 nie je celé ¢islo. Tymto spdsobom teda Janka
obdlznik nerozdelila.

II. Dve deliace tisecky, ktoré lezia na jednej priamke, maju stcet dlzok y. Dizku
tretej deliacej tsecky oznac¢ime z. Potom musi platit 2y + 2z = 18, teda y + z = 9. To

.....

poznatok naznacime do obr. 4.

Obr. 4

Teraz preverime, ktory z novych obdlznikov méze mat rozmery 2 x 6 a ako moze
byt umiestneny — celkom méme tri moznosti ako na obr. 5.
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Obr. 5

Pomocou skér odvodenjch vztahov medzi x, y a z vyjadrime rozmery obdlznika
v jednotlivych pripadoch:

a) Ak y==6,tak z =5a z=3.

b) Ak z =6, tak x =8 a y = 3.

c) Ak z=2takx=4ay=".

Jankin obdlznik mohol maf rozmery 5 x 6, 8 x 3 alebo 4 x 7.

Pozndmka. Pri rovnakom oznaceni ako vyssie z poziadavky, aby Jankin obdlZnik obsa-
hoval obdlznik 2 x 6, vyplyva, ze z,y = 2. KedZe x a y st prirodzené ¢isla a o +y = 11,
rozmery Jankinho obdlZnika by mohli byt 2 x 9, 3 x 8, 4 x 7 alebo 5 x 6.

9x2 L

8 x 3

7 x4

6 x5

Obr. 6



Teraz mozno postupne preberaf tieto Styri pripady, teda umiestnif obdlznik 2 x
x 6, diskutovat mozné dodatoéné delenia (obr. 6) a kontrolovat poziadavku o obvodoch.
Takto rychlo zistime, Ze jediné moznosti, ako mohla Janka svoj obdlznik rozdelit, si
prave vyssie uvedené moznosti a), b), c).
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