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61. roénik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia tloh domaéceho kola kategorie Z7

1. Trpaslici chodia na vodu k potoku. DzZbdnik kazZdého z trpaslikov je inak velky: maji
objemy 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 litrov. Trpaslici st dZbaniky medzi sebou nepoZiciavaji a vidy
ich prinest uplne plne vody.

e Kychal prinesie vo svojom dzbaniku viac vody ako Smejko.

e Spachtos by musel ist po vodu trikrdt, aby priniesol prdve tolko vody, kolko Plasko
v jednom svojom dzZbdaniku.

o Vedkov dzbdnik je len o dva litre vicsi ako Smejkov.
e Sam Kyblik prinesie tolko vody, kolko Spachto§ a Smejko dokopy.

e Ked idi po vodu Vedko a Kuyblik, prinesi rovnako vody ako Dudros, Kvychal
a Smejko dokopy.

Kolko vody prinesu Kychal a Kyblik dohromady? (M. Petrova)
Napad. Zac¢nite druhou podmienkou.

Riesenie. Z druhej podmienky vyplyva, Zze Spachtosov dzbanik ma objem 3 litre
a Plagkov 9 litrov (plati 3 -3 = 9, a keby mal Spachtos dzbanik iny, musel by byt
Plaskov dzbanik aspon 12-litrovy).
Smejkov. Spolo¢ne s tretou podmienku tak vieme, ze Smejko, Vedko a Kyblik maju
postupne dzbaniky s objemami bud 4, 6 a 7, alebo 5, 7 a 8 litrov.

7 prvej podmienky potom vyplyva, ze jediné moznosti, ako mali trpaslici dzbaniky
rozdelené, su:

3 4 5 6 7 8 9
Spachtos Smejko Kychal Vedko Kyblik Dudros Plasko
Spachtos Smejko Dudros Vedko Kyblik Kychal Plasko
Spachtos Dudros Smejko Kychal Vedko Kyblik Plasko

Ked overime posledni (piatu) podmienku, zistime, Zze prvé dve vyznacené moznosti
nevyhovuju (6 + 7 # 8 + 5 + 4), zatial ¢o tretia ano (7 + 8 = 4 + 5 + 6). Kychal
s Kyblikom teda dohromady prinesu 6 + 8 = 14 litrov vody.

2. Na obr. 1 je stvorec ABCD, v ktorom su umiestnené Styri zhodné rovnoramenné
trojuholniky ABE, BCF, CDG a DAH, vsetky vyfarbené sivou. Strany stvorca ABC D
su zakladnami tychto rovnoramennych trojuholnikov. Vieme, Ze sivé plochy stvorca
ABCD magji dokopy rovnaky obsah ako biela plocha $tvorca. Dalej vieme, Ze |HF| =
= 12cm. Urcte dizku strany stvorca ABCD. (L. Simiinek)
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Obr. 1

Napad. Vhodne obrazok rozdelte.

Riesenie. V stvorci ABC' D vyznac¢ime obe uhlopriecky a spojnice stredov protilahlych
stran. Styri takto doplnené tsecky sa pretinaji v jedinom bode S a rozdeluju $tvorec
bezo zvysku na osem zhodnych trojuholnikov. Jeden z nich sme v obr. 2 oznacili STC.
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Obr. 2

Tychto osem trojuholnikov sa zhoduje aj vo svojich sivo vyfarbenych castiach,
a preto zadant podmienku o obsahoch méZeme vyuzit pre kazdy tento trojuholnik
zvlast. V pripade trojuholnika ST'C tak plati, Ze jeho siva a biela plocha, teda troj-
uholniky FT'C a SFC, maji rovnaky obsah. Oba trojuholniky maja vysku T'C. Aby
mali rovnaky obsah, musia byt rovnaké aj velkosti stran kolmych na tato vysku, teda
|FT| = |SF|. Dlzka tise¢ky SF je polovi¢na vzhladom na dizku uvedenti v zadani, teda
je 6 cm. Velkost usecky ST je potom 6 + 6 = 12 (cm) a velkost strany Stvorca ABC'D
je 2-12 =24 (cm).

Iné riesenie. Vo vsetkych sivo zafarbenych rovnoramennych trojuholnikoch vyznacime
vysku kolmu na zakladnu. Tym rozdelime povodné trojuholniky na osem zhodnjch
pravouhlych trojuholnikov, ktoré vnutri stvorca ABC D premiestnime tak, ako na obr. 3.



Obr. 3

V stvorci ABC'D sme dostali dva zhodné sivé obdlzniky a jeden biely obdlznik.
Strany tychto troch obdlZnikov, na obr.3 zvislé, maji rovnakt dizku. Velkost strany
bieleho obdlZnika, ktora je na obrazku vodorovne, je zadanych 12 cm. Aby sivé plochy
a biela plocha mali rovnaky obsah, musia mat vodorovné strany oboch siv§ch obdlZnikov
dokopy dizku takisto 12 cm. Velkost strany stvorca ABCD je teda 24 cm.

3. Sedem bezprostredne po sebe iducich celych cisel stalo v rade, zoradené od najmen-
Sieho po najvicsie. Po chvili sa ¢isla zacali nudit, a tak sa majskor vymenilo prvé
s poslednym. Potom sa druhé najvicsie posunulo uplne na zaciatok radu a nakoniec
sa najvicsie z ¢isel postavilo do stredu. Na svoju velkiu spokojnost sa tak ocitlo vedla
¢isla, ktoré bolo presne jeho polovicou. Ktorych sedem c¢isel mohlo stdt povodne v rade?

(S. Bednarova)

Napad. Zistite v akych vSetkych vzfahoch je na konci ¢éislo v strede a ¢islo s nim
susedné.

Riesenie. Cisla ozna¢ime vzostupne podla velkosti ako 1. az 7. Ich rozmiestnenie sa
postupne menilo takto:
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Takze ¢islo v strede by mohlo byt dvojnasobkom tretieho ¢isla v rade alebo Stvrtého
¢isla v rade.

Rozoberme najskor moznost, Ze 7. ¢islo je dvojndsobkom 3. ¢isla v rade. Kedze
¢isla v pévodnom rade boli po sebe iduce, tak rozdiel medzi 3. a 7. ¢islom je Styri.
Tento rozdiel musi byt zaroven aj tretie ¢islo, kedze 7. ¢islo je dvakrat 3. ¢islo. Kedze
tretie ¢islo je 4, tak na zaciatku mohli stat v rade ¢isla 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.

Pri druhej moznosti je rozdiel medzi 4. ¢islom a 7. ¢islom rovny 3 a toto ¢islo je
sucasne Stvrté ¢islo z radu. Kedze $tvrté ¢islo je 3, tak v rade mohli staf na zaciatku aj
¢isla 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Uloha ma teda dve rieSenia: 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 alebo 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.



4. Ucitelka Smoliarska pripravovala previerku pre svoju triedu v troch verzidch, aby Ziaci
nemohli odpisovat. V kaZdej verzii zadala tri hrany kvadra v centimetroch a ulohou bolo
vypocitat jeho objem. Ulohy si ale dopredu nepreriesila, a tak netusila, Ze vysledok je
vo vsetkych troch verzidch rovnaky. Do zadani Ziakom napisala tieto dizky hrdn: 12,
18, 20, 24, 30, 33 a 70. Z deviatich celociselnych dlZok hrdn, ktoré ucitelka Smoliarska
zadala, sme vam teda prezradili iba sedem a ani sme vdm neprezradili, ktoré dizky patria

do toho istého zadania. Podari sa vdm napriek tomu urcit zostdvajice dve dlzky hrdn?
(L. Simiinek)

Napad. Rozlozte zadané dizky na stcin prvoéisel.
RieSenie. Rozlozime dizky vietkjch hran na stéiny prvocisel:

12=2.2.3,18=2-3-3,20=2-2-5,
24=2.2.2.3,30=2-3-5,33=3-11, 10=2-5-7T.

V tychto st¢inoch sa nachadzaju ¢initele 7 a 11, teda vysledny objem musi byt ndsobkom
&isla 77. Cinitele 7 a 11 st v zadanych dlzkach zahrnuté kazdy iba raz, a to v hranéch
33 a 70. Rozhodnime, ¢ tieto dizky mézu patrif dvom réznym kvadrom.

Keby hrany 33 a 70 patrili roznym kvadrom, musel by kvader s hranou 33 mat
dalsiu hranu rovna nasobku sedem, kvader s hranou 70 by musel mat dalsiu hranu
rovnu nésobku jedenastich a posledny kvader by musel maf medzi svojimi hranami
nasobok siedmich a nasobok jedenastich. Prave sme predpokladali existenciu aspon
troch hran, ktoré nie sit uvedené v zadani, ale v nom pritom chybaja iba dve. Tym sme
ukézali, ze hrany 33 a 70 patria rovnakému kvadru.

Obe dlzky hran, ktoré nie st v zadani uvedené, musia byt nasobkami ¢isla 77
a patrit k zostdvajucim kvadrom. ZvySni hranu nasho kvadra preto musime hladat
medzi zadanymi hranami. VS§imnime si hrany 18 a 24. Podla prvej odvodime, ze vysledny
objem je ndsobkom deviatich (t.j. 3 - 3), podla druhej je zarovern nasobok 6smich (t.].
2-2-2). V sti¢inoch zodpovedajicich hrandm 33 a 70 sa nachddzaju ¢initele 2 a 3 kazdy
prave raz. Tretia hrana uvazovaného kvadra preto musi mat vo svojom rozklade stéin
2-2-3. V zadani tak mozeme vybrat bud hranu 12, alebo 24.

Uvazujme najskér o moznosti, ze jeden z kvadrov mé hrany 33, 70 a 12, teda ze
kvadre maja objem 2-2-2-3-3-5-7-11. Pre druhy kvader vyberieme hranu 24 a vidime,
Ze ten uz nesmie mat v dizke Ziadnej dalsej hrany ¢initel 2. V zadani vSak ostévaji iba
také dlzky, preto moznost s kvadrom s hranami 33, 70 a 12 musime zavrhnit.

Teraz uvazujme o moznosti, ze jeden z kvadrov ma hrany 33, 70 a 24, teda zZe
kvadre maji objem

2.2.2.-2-3-3-5-7-11.

Hrany zostévajucich dvoch kvadrov lahko uréime, pokial sa drzime poznatku, Ze kvader
musi maf v dlzkach svojich hran raz éinitel 5 a prave dvakrat ¢initel 3: druhy kvader
ma hrany

30=2-3.5 12=2-2.3, 154=2.7-11

a hrany tretieho kvadra st
20=2-2-5,18=2-3-3, 154 =2-7-11.

Dlzky zostavajucich dvoch hran, ktoré nie st uvedené v zadani, st zhodne 154 cm.



5. Jeden vnitorny uhol trojuholnika md 50°. Aky velky uhol zvieraji osi dvoch zostd-
vajucich vnutornych uhlov trojuholnika? (L. Hozova)

Napad. Nemusime poznat velkosti zvy$nych dvoch vnutornych uhlov, aby sme tlohu
doriesili.

Riesenie. Uvazujme trojuholnik ABC s uhlom 50° pri vrchole A; nezndme uhly
pri vrcholoch B a C' ozna¢ime ( a . Priese¢nik osi vnutornych uhlov oznac¢ime O,
uhol BOC ozna¢ime w a uhol k nemu susedny 1) (obr.4).

C

Obr. 4

Stcet vnutornych uhlov v lubovolnom trojuholniku je 180°. Preto v trojuholnikoch
ABC a OBC plati

50° 4 3 + v = 180°,
B o

w+ o+ L =180°
+5+5 =180

Z druhej rovnosti a z toho, Ze w a v st susedné uhly, vyplyva

_ B 7
v=5ty
Z prvej rovnosti vyjadrime
6 v 130°
-+ == = 65°
2 2 2 ’

teda odchylka osi zostavajucich dvoch vnatornych uhlov je 65°.

Poznamka. Odpoved, Ze osi zvieraju uhol w = 180° — 65° = 115°, povaZzujeme tiez za
spravnu.



6. Hladame Sestciferny ciselny kod, o ktorom vieme, Ze:

Ziadna cifra v nom nie je viackrdt,

obsahuje aj 0, ta vsak nie je na predposlednom mieste,

vo svojom zdpise nemd nikdy vedla seba dve pdrne ani dve mepdrne cifry,
susedné cifry sa od seba lisia aspon o 3,

ked ¢islo rozdelime na tri dvojcislia, tak prvé aj druhé dvojcéislie su obe ndsobkom
tretieho, teda posledného dvojcislia.

Urcte hladany kod. (M. Volfova)

Napad. Zamerajme sa na to, ako vyzeraju jednotlivé dvojcislia, obzvlast to posledné.

RieSenie. Posledné cifra nemdze byt 0 ani 5: keby to tak bolo, tak by podla piatej
podmienky prvé a druhé dvojéislie koncilo bud 0 alebo 5, takze cifra 0 alebo 5 by bola
v kéde obsiahnuté viackrat, ¢o odporuje prvej podmienke.

S tymto poznatkom spolu s ostatnymi podmienkami zo zadania za¢neme vypisovat
vSetky mozné dvojéislia, ktoré sa mozu vyskytovat na konci kédu. Navyse, aby bola
splnend piata a prvd podmienka, méa zmysel uvazovat len také dvojéislia, ktoré maju
aspot dva rézne nasobky mensie ako 100. VSetky vyhovujice mozZznosti st uvedené v la-
vom stipci nasledujuicej tabulky. Pravy stipce obsahuje vietky ich dvojciferné nasobky,
ktoré pripadne mézu tvorit prvé a druhé dvojéislie hladaného kédu.

14 | 28,42, 56, 70, 84, 98
16 32, 48, 64, 80, 96
18 36, 54, 72, 90

27 54, 81

29 58, 87

Pokial vyradime vsSetky dvojcislia, ktoré nevyhovuju tretej alebo $tvrtej podmienke zo
zadania, zostavaju len:

14 70
16 96
18 36, 72, 90
27 81
29 58

Odtial je zrejmé, ze posledné dvojéislie musi byt 18. Aby bola splnend druhéa podmienka,
musi byt jedno zo zostavajucich dvojéisli 90, a aby bola splnené $tvrtd podmienka,
musi byt 90 ako prvé dvojéislie. Z rovnakého dovodu neméze byt druhé dvojcislie 72.
Zostéava uz len 36. Vysledny kéd teda moze byt jedine ¢islo 903618 a kontrolou vsetkych
podmienok zo zadania zistime, ze to tak skutocne je.

Pozndmka. Popri tvodnom poznatku, ze 0 nemoze byt posledna cifra, sa d& vyuzit aj
to, ze 0 nemoze byt na prvom ani na trefom mieste. (Inak by prvé alebo druhé dvojéislie
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predstavovalo jednociferné ¢islo, teda podla piatej podmienky by i posledné dvojcéislie
muselo byt jednociferné ¢éislo a na piatom mieste by musela byt zase 0.) Preto je 0 bud
na druhom alebo Stvrtom mieste. Z tretej podmienky potom vyplyva, ze parne cifry
mozu byt len na parnych a neparne na neparnych miestach. Dalsia diskusia sa potom
trosku zjednodusi.
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