MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

Navodné a doplnujuce alohy
k uloham domaceho kola kategorie B
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Dokazet, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n je pocet vSetkych podmnozin n-prvkovej mnoziny 2.

Kol'ko neprazdnych podmnoZzin mnoziny {0, 1, 2, 3,4, 5} ma parny sucet prvkov?

Kol'’kymi sp6sobmi je mozné z mnoziny {1, 2, ..., 9} vybrat dve ¢isla so suc¢tom delitelnym 3?

Ozna¢me M pocet vSetkych moznych vyplneni tabul'ky 3 X 3 navzajom rdznymi prirodzenymi ¢islami od

1 do 9. Dalej ozna¢me N pocet tych vyplneni, kde st navyse suéty vietkych &isel v kazdom riadku aj stipci
neparne Cisla. Urcte pomer N : M.

Oznac¢me M pocet vSetkych moznych vyplneni tabul’ky 3 X 3 navzajom réznymi prirodzenymi ¢islami od 1 do
9. Dalej ozna¢me D pocet tych vyplneni, ked je navyse siicin ¢isel v niektorom riadku alebo stipci ndsobkom
10. Urcte pomer D : M.

Kol'ko 33-cifernych cisel delitelnych 3 neobsahuje vo svojom zapise cifru 3? Vysledok zapiSte v tvare sucinu
mocnin prvocisel.

Zovseobecnenie ulohy N2:

Urcte pocet neprazdnych podmnozin mnoziny {0, 1, ..., 2n—1} s parnym sictom prvkov, kde n je dané kladné
prirodzené cislo.

ZovSeobecnenie sutaznej tlohy:
Pre kazdé prirodzené k ozna¢me p(k) pocet tych podmnozin mnoziny {0, 1, ..., 3k}, ktoré maju stcet prvkov
delitelny 3 (zapoc¢itame medzi ne aj prazdnu mnoZinu). Dokazte, Ze p(k) = § (2% +2) - 2k+1,
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Preredlne ¢islaaab platia/(b + 1) = b/(a + 1). DokaZte,Z2e a = b aleboa + b = —1.
Pre redlne ¢isla a, b, c plati a/b = b/c = c/a. Urcte vSetky mozné hodnoty sac¢tua/(b + c) + b/(c + a) +
c/(a+b).
Urcte, aké hodnoty mo6ze nadobudat vyraz

a+bc b+4+ca c+ab

+ + ,

a+b b+c c+ta

ak su aq, b, ¢ kladné redlne ¢isla so su¢tom 1.

Nech a, b, ¢ st kladné reélne ¢isla také, Ze ab + bc + ca = 1. Urcte, aké hodnoty nadobtida vyraz

ab>+1) b(c*+1) c(a?+1)
a+b b+c ct+a

Nech x, y, z st kladné redlne ¢isla, ktorych sucin je rovny 1. Dokazte, Ze plati
1 1 1
+ +
1+x+xy 1+y+yz 1+z+2zx

Pre redlne ¢islax, y, zplati [x +y| = 1 —z |y+2z| = 1 —x, |z+ x| = 1 — y. Zistite, aké hodnoty moze
nadobudat x + y + z. Pre kazdy vyhovujuci sucet uvedte priklad prislichajucich ¢isel x, y, z.
Pre reélne &islaa, b, c platia + b + ¢ = 0 aa® + b3 + ¢3 = 0. N4jdite vSetky mozné hodnoty abc.

N3jdite vSetky realne rieSenia sustavy rovnic
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Pre nenulové realne ¢isla a, b, ¢ plati a? — b? = bc a b? — ¢? = ca. Ukazte, Ze potom a® — c¢? = ab.

3 Pripomeiime, Ze konvexny Stvoruholnik ABCD je tetivovy prave vtedy, ked’ plati ktorakolvek z podmienok:

Sucet niektorych dvoch jeho protilahlych vnatornych uhlov je 180°, napriklad tych pri vrcholoch B a D:
|%ABC| + [«CDA| = 180°. (Vtedy na tetivovost akéhokolvek $tvoruholnika ABCD staci, aby body B a D
lezali vo vnutri opacnych polrovin s hrani¢nou priamkou AC.)

Uhly ,nad“ niektorou jeho stranou st zhodné, napriklad nad stranou AB ide o uhly s vrcholmi C a D: |*ACB| =
|*<ADB]. (Vtedy na tetivovost akéhokolvek $tvoruholnika ABCD ¢i ABDC staci, aby body C a D lezali vo vnutri
rovnakej polroviny s hrani¢nou priamkou 4B.)

Pri rieSen{ tloh ¢asto najprv pouzitim jednej z tychto podmienok tetivovost niektorého konvexného Stvoruhol-
nika dokdZeme a potom vhodne vyuzijeme platnost druhej podmienky.
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V konvexnom $tvoruholniku ABCD plati rovnost |<BAD| = 42°,|«ABC| = 79°,|«DCB| = 138°a|«BDC| =
25°. Urcte |QACB|.

Je dany ostrouhly trojuholnik ABC s vysSkami AD a BE. (Ako zvycCajne, vyskou trojuholnika rozumieme tisecku,
ktort popisujeme jej krajnymi bodmi.) Dokazte, Ze stred kruznice opisanej trojuholniku CDE leZi na vyske
trojuholnika ABC z vrcholu C.

Je dany ostrouhly trojuholnik ABC s vySkami AD, BE a CF. Dokazte, Ze tieto vysky rozpoluju vnutorné uhly
trojuholnika DEF.

Su dané dva tetivové Stvoruholniky ABXY a CDYX, pritom ich spolo¢né vrcholy X a Y lezia postupne na
useckach AC a BD. Dokazte, Ze plati AB || CD.

Nech D je vnutorny bod prepony AB pravouhlého trojuholnika ABC. Ozna¢me X a Y stredy kruznic opisanych
postupne trojuholnikom ADC a CDB. Ukézte, Ze body C, D, X a Y leZia na jednej kruznici.

Je dany ostrouhly trojuholnik ABC. Dotyc¢nice v bodoch A a B ku Kkruznici tomuto trojuholniku opisanej
sa pretinajui v bode T. Predpokladajme, Ze priamka rovnobezna so stranou AC, ktord prechadza bodom T,
pretina stranu BC v bode D. Ukazte, Ze |AD| = |CD|.

Nech AC je priemer kruznice opisanej tetivovému Stvoruholniku ABCD. Predpokladajme, Ze na polpriamkach

opacnych k polpriamkam AD a DC existuju postupne body A’ # A a C' # D také, 7e plati [AB| = |A'B|

a|BC| = |BC'|. Dokazte tvrdenia:

a) Body A’, B, C' a D lezia na jednej kruZnici k.

b) Akje O stred kruznice k a 04 a O, st postupne stredy kruznic opisanych trojuholnikom AA’'B, resp. CC'B,
tak plati 004 L 00¢.

Na strandch AB a BC daného trojuholnika ABC leZia postupne také body D a E, ze |[BD| = |DC| = |CA]|

a|EC| = |ED|. Dokéazte, Ze |AE| = |BE|.

Dany je pravouhly trojuholnik ABC s pravym uhlom privrchole C. Nech D je lubovolny vnitorny bod odvesny

AC ap kolmica zbodu D na preponu AB. Ozna¢me E, kde E # D, bod priamKky p taky, Ze body A, B, D, E leZia
na kruznici. 0zna¢me eSte F priese¢nik priamok p a BC. Dokazte, Ze |AE| = |AF|.

Dany je rovnoramenny trojuholnik ABC so zdkladiiou AB a bod P vnitri jeho vysky z vrcholu C. Priamka
AP pretina kruZnicu opisanu trojuholniku ABC v bode @, kde Q@ # A. RovnobeZka so zakladiiou AB vedena
bodom P pretina rameno BC v bode R. Dokazte, Ze polpriamka QR je osou uhla AQB.
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Pre celé Cislan, a, b platin | a an | b. Dokazte, Ze potom pre lubovolné celé Cisla k, [ platin | ka + lb
(Specidlne naprikladn | a+ban | a — b).

Pre ktoré prirodzené ¢isla n je zarucené, ze celé &isla u, v splfajiice obe podmienkyn |u +van | u —vsi
samy delitel'né ¢islom n?

Ukazte, Ze ak pre kladné prirodzené Cislaaabplatia | bab | a,taka = b.

Ukazte, Ze ak pre rozne kladné prirodzené cislau a v plati u | v, tak 2u < v.

Pre kladné prirodzené ¢islaa a b plati a | 9b a b | 9a. Urcte vSetky mozné hodnoty podielu a/b.

V sSkolskej zahrade hra skupina ziakov hru zvanti molekuly. Ucitel’ im najprv prikazal, aby sa rozdelili do
trojic. Jeden ziak zvysil, a tak z dalSej hry vypadol. Zvysni Zaci sa potom mali rozdelit do Stvoric. Opat jeden
ziak zvysil a vypadol. Potom sa zvy3ni Ziaci mali rozdelit do patic, zase jeden Ziak zvysil a vypadol. Ucitel
teraz kaze, aby sa zvysni zZiaci rozdelili do Sestic. DokaZzte, Ze opat jeden Ziak zvysi.

Urcte vietky dvojice (m, n) kladnych celych &isel, pre ktoré je ¢islo 4(mn + 1) delitelné ¢islom (m + n)?.
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Urcte vSetky celé kladné cislam a n také, Ze n deli 2m — 1 am deli 2n — 1.
Najdite vSetky trojice navzajom réznych prvoéisel p, q, r spiiiajice tri podmienky p | ¢ +7,q | v + 2p
ar|p+3q.
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Zdbvodnite, Ze polomer kruZnice opisanej pravouhlému trojuholniku je polovicou dizky jeho prepony.
Ukazte, ze v pravouhlom trojuholniku s odvesnami diZok a a b a preponou dizky c plati pre polomer r
kruZnice jemu vpisanej vzorec r = %(a +b—o).

Pravouhly trojuholnik o odvesnami diZok a a b a preponou dizky c spiiia podmienku 3a + 4b = 5c. Uréte
vSetky moZné hodnoty pomerua : c.

Pre polomer r kruznice vpisanej vSeobecnému trojuholniku dokazte vzorec r = S/s, kde S je obsah tohto
trojuholnika a s je polovica jeho obvodu.

Odvod'te vzorecr = %(a + b — c) z tlohy N1 pouZitim vysledku tlohy D1.

Dany je pravouhly trojuholnik ABC s preponou AB. DokaZte, Ze velkost jeho vysky CD sa rovna suctu polom-
erov kruznic vpisanych trojuholnikom ABC, CAD a CBD.

Pravouhly trojuholnik ma celodiselné dizky stran a obvod 11 990. Navy3e vieme, Ze jedna jeho odvesna ma
prvociselnu dizku. Urcte ju.

Pravouhly trojuholnik ma celoéise!né dizky stran. Jeho obvod je druhd mocnina prirodzeného &isla. Tiez
vieme, Ze jedna jeho odvesna ma dlzku rovnu druhej mocnine prvocisla. Uréte vSetky mozné hodnoty tejto
dlzky.

V pravouhlom trojuholniku ABC s preponou AB, kde |AC| = 4 a |[BC| = 3, leZia navzijom sa dotykajtice

kruznice k; a k, s polomermi ry, resp. r, tak, Ze k; sa dotyka stran AB a AC a k, sa dotyka stran AB a BC.
Urcte ry ary, ak plati 4, = 9r,.
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Rozhodnite, ¢i je moZné Stvorcovu tabul'ku 3 X 3 vyplnit navzajom réznymi prirodzenymi ¢islami od 1 do 9
tak, aby v kaZzdom riadku existovalo ¢islo, ktoré sa rovna sictu zvysSnych dvoch ¢isel.

Rozhodnite, ¢i je moZné Stvorcovu tabul'ku 3 X 3 vyplnit navzdjom réznymi prirodzenymi ¢islami od 1 do 9
tak, aby v kazdom riadku existovalo ¢islo, ktorého Stvornasobok sa rovna suctu zvysnych dvoch cisel.

Tabulka 4 X 4 je vyplnend réoznymi celymi ¢islami od 1 do 16. Isté ¢islo s v tejto tabulke ma ta vlastnost,
Ze jeho Stvornasobok je rovny ako suctu ostatnych troch ¢isel z jeho riadka, tak stictu ostatnych troch cisel
Z jeho stlpca. Urc¢ite najvacSie mozné takéto s.

Tabul'ka 10 x 10 je vyplnena &islami 1 a —1 tak, Ze sucet ¢isel v kazdom riadku aj stipci je delitelny 3. Uréte
najvacsi mozny sucet ¢isel v tabul'ke a dokazte, Ze vacsi byt nemoéze. Uved'te tieZ priklad tabul'ky s ur¢enym
najvacsim suctom.

V Skolskej zdhrade hra skupina Ziakov hru zvanu molekuly. Ucitel im najprv prikazal, aby sa rozdelili do
trojic. Jeden ziak zvysil, a tak z dalSej hry vypadol. Zvys$ni Zaci sa potom mali rozdelit do Stvoric. Opat jeden
ziak zvysil a vypadol. Potom sa zvysni Ziaci mali rozdelit do patic, zase jeden Ziak zvysil a vypadol. Ucitel
teraz kaze, aby sa zvy$ni ziaci rozdelili do Sestic. Dokazte, Ze opat jeden Ziak zvysi.

Tabul'ka 10 X 10 je vyplnena ¢islami 1 a —1 tak, Ze sucet ¢isel v kazdom riadku az na jeden je rovny 0 a sticet
Cisel v kazdom stlpci aZ na jeden je rovny rovnakému ¢islu s. Urcte najvacsiu moznu hodnotu s a dokazte, Ze
vacSia byt nemoze. Uved'te tiez priklad tabul'ky s ur¢enou najva¢sou hodnotou s.

Tabul'ka 10 x 10 je vyplnena cislami —4, 3 a 10 tak, Ze sucet Cisel v kazdom riadku az na jeden je nanajvys 0
a stdet &isel v kazdom stipci aZ na jeden je nanajvys 0. Uréte najvac$i mozny sucet ¢isel v tabulke.
Vtabul'ke nXn, pricomn > 2, st po riadkoch napisané vsetky ¢isla 1, 2, ..., n? v tomto poradi (vprvom riadku
su za sebou napisané ¢isla 1, 2, ..., n, vdruhom riadkun + 1, n + 2, ..., 2n, atd.). V jednom kroku moZeme
zvolit lubovolné dve Cisla na susednych polickach (t. j. na takych, ktoré maja spolo¢nu stranu), a ak je ich
aritmeticky priemer celé ¢islo, obe nahradime tymto priemerom. Pre ktoré n mozno po kone¢nom pocte
krokov dostat tabul'ku, v ktorej st vSetky ¢isla rovnaké?

Pre ktoré kladné prirodzené ¢islo n moZno do tabulky n X n vpisat’ vSetky celé ¢isla od 1 po n? tak, aby
aritmeticky priemer ¢isel v kazdom riadku aj stipci tabul’ky bol celym ¢islom?
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Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie B
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Dokazet, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n je pocet vSetkych podmnozin n-prvkovej mnoziny 2™.

RieSenie:

Predstavme si, Ze l'ubovolnii podmnozinu postupne zostrojujeme: Pre kazdy prvok sa rozhodujeme, ¢i ho
vyberieme alebo nie. KedZe tychto vyberov je n a st navzdjom nezavislé, je roznych vysledkov konStrukcie
prave 2™,

Kol'’ko neprazdnych podmnoZin mnoZiny {0, 1, 2, 3, 4, 5} ma parny sucet prvkov?

Riesenie:

31.V danej mnozZine su tri parne a tri neparne cisla. Uvedomme si, Ze sticet prvkov jej podmnoziny je parny
prave vtedy, ked' je v nej parny pocet neparnych cisel - teda bud’ Ziadne neparne ¢islo (1 sposob), alebo 2
neparne c¢isla (tie je mozné vybrat 3 sposobmi). Pocet vSetkych vyhovujtcich vyberov neparnych cisel je tak
4. Kazdy z nich je potom moZné doplnit o niektoré (pripadne aj Ziadne) z troch parnych ¢isel prave 23 ¢ize
8 spdsobmi. Od vysledku 4 - 8 CiZe 32 treba odcitat’ 1, pretoZe sme zapocitali aj podmnoZzinu zloZent z 0
parnych a 0 neparnych ¢isel, teda prazdnu podmnozinu.

Kol'kymi spdsobmi je mozné z mnozZiny {1, 2, ..., 9} vybrat dve ¢isla so si¢tom delitelnym 3?

Riesenie:

12 spdsobov. Podla zvySkov po deleni 3 rozdelime 9 zadanych ¢isel do troch mnozin 4y, = {1,4,7}, 4; =
{2,5,8}a A, = {3,6,9}. Dve z tychto cisel maju sucet delitelny 3 prave vtedy, ked' nastane jeden z dvoch
pripadov: bud’ jedno ¢islo je z A; a druhé z A,, alebo st obe ¢isla z A,. Pre vyber dvoch vyhovujucich ¢isel
mame v prvom pripade 3 - 3 ¢iZe 9 moZnosti, v druhom pripade 3 moZnosti.

Oznacéme M pocet vSetkych moznych vyplneni tabul'ky 3 X 3 navzdjom réznymi prirodzenymi ¢islami od
1 do 9. Dalej oznaéme N pocet tych vyplneni, kde st navyse stéty vietkych ¢isel v kazdom riadku aj stipci
neparne Cisla. Urcte pomer N : M.

RieSenie:

72-B-1-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4362).

Oznac¢me M pocet vSetkych moznych vyplneni tabul’ky 3 X 3 navzajom réznymi prirodzenymi ¢islami od 1 do
9. Dalej ozna¢me D pocet tych vyplnenti, ked' je navy3e sticin ¢isel v niektorom riadku alebo stipci ndsobkom
10. Urcte pomer D : M.

RieSenie:

72-B-S-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4368).

Kol'ko 33-cifernych ¢isel delitelnych 3 neobsahuje vo svojom zapise cifru 3? Vysledok zapiSte v tvare stcinu
mocnin prvocisel.

RieSenie:

72-B-11-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4449#page=5).

Zovseobecnenie ulohy N2:

Urcte pocet neprazdnych podmnozin mnoziny {0, 1, ..., 2n—1} s parnym sictom prvkov, kde n je dané kladné
prirodzené cislo.

Riesenie:

22n=1 _ 1,V danej mnoZine je n parnych a n neparnych ¢&isel. Hladdme pocet podmnoZin s parnym po-
¢tom nepdarnych ¢isel. UkdZeme najprv, Ze pocet spésobov, akymi je mozné z n neparnych cisel vybrat parny
pocet zastupcov, je rovny 2" 1. Na to sta¢i dokazat, Ze medzi vietkymi 2" podmnoZinami danej n-prvkovej
mnoziny je tych s pArnym poctom prvkov rovnako ako tych s neparnym poctom prvkov, lebo oba pocty sa po-
tom rovnajt 2" : 2 = 2"1, Pre dokaz zvolime pevne jeden prvok a z danej n-prvkovej mnoZiny a vietky jej
podmnoziny rozdelime na dve skupiny podla toho, ¢i prvok a obsahujui alebo nie. Zastupcov tychto dvoch
skupin mozno sparovat: Kazdii mnoZzinu M bez prvku a ddme do paru s mnozinou M U {a}. KedZe v kazdom
pare je zrejme jedna mnoZzina s parnym a jedna s neparnym poctom prvkov, je dokaz hotovy. Na dokoncenie
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rieSenia zvazime, Ze kazdy z 2"~ ! vyhovujtcich vyberov neparnych ¢isel moZno doplnit o niektoré (pripadne
“iadne) z n parnych &isel prave 2™ spdsobmi. Od vysledku 2™~ - 2™ je potrebné od&itat’ 1, pretoZe sme za-
pocitali aj podmnozinu zloZenu z 0 parnych a 0 neparnych ¢isel, teda prazdnu podmnozinu.
Zovseobecnenie sutaznej ulohy:

Pre kazdé prirodzené k oznacme p(k) pocet tych podmnozin mnoziny {0, 1, ..., 3k}, ktoré maju stcet prvkov
delitelny 3 (zapocitame medzi ne aj prazdnu mnozinu). Dokazte, Ze p(k) = % (22k + 2) - 2kH1,

RieSenie:

Odvod'te najprv, Ze pre kazdé k platip(k + 1) = 2 (23k+1 + p(k)), a potom vyuzite matematickd indukciu.

Uplné rie$enie najdete v dokumente s rieeniami doméceho kola, ked bude po jeho skonéeni zverejneny na
internetovych strankach MO.
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Pre redlne ¢islaa a b platia/(b+ 1) = b/(a + 1). Dokazte,Ze a = b aleboa + b = —1.

RieSenie:

Zadant rovnost upravime na a? + a = b? + b, dalej na a> — b> = b — a a napokon pouzitim rozkladu
a? —b? = (a—b)(a+ b)na(a—b)(a+ b + 1) = 0. 0dtial uz vyplyva tvrdenie.

Pre redlne ¢isla a, b, c plati a/b = b/c = c/a. Urcte vSetky mozné hodnoty suctua/(b + ¢) + b/(c + a) +
c/(a+Db).

Riesenie:

3/2.Cisla a, b, c st nenulové vdaka existencii podielov a/b, b/c, ¢ /a, ktorych spolo¢nii hodnotu oznac¢ime k.
Vynasobenim rovnosti k = a/b, k = b/c, k = c/a dostaneme k3 = 1, odkial vyplyva k = 1. Rovnost k = 1
podla urcenia ¢isla k vSak znamend, Ze a = b = ¢ # 0, teda podiely a/(b + ¢), b/(c + a), ¢/(a + b) maju
zmysel a rovnakd hodnotu 1/2.

Urcte, aké hodnoty moZe nadobudat vyraz

a+bc b+ca cH+ab
+ + ,
a+b b+c c+a

ak su aq, b, ¢ kladné redlne ¢isla so suc¢tom 1.
Riesenie:
70-C-1-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3473#page=4).

Nech a, b, ¢ st kladné redlne ¢isla také, ze ab + bc + ca = 1. Urcte, aké hodnoty nadobuda vyraz

ab>+1) b(c*+1) c(a?+1)
a+b b+c ct+a

Riesenie:
70-C-S-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3477#page=2).
Nech x, y, z st kladné realne ¢isla, ktorych sticin je rovny 1. Dokazte, Ze plati

1 1 1
+ +
l1+x+xy 1+y+yz 1+z+2zx

RieSenie:

Prvy zlomok rozsirte z, druhy xz a trikrat vyuzite podmienku xyz = 1.

Preredlne ¢islax, y, zplati [x +y| =1 -2z, |y+z| = 1 —x, |z+ x| = 1 — y. Zistite, aké hodnoty méze
nadobudat x + y + z. Pre kazdy vyhovujuci sucet uved'te priklad prislachajtcich ¢isel x, y, z.

RieSenie:

70-B-S-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3476).

Pre reélne &islaa, b, c platia + b + ¢ = 0 aa® + b3 + ¢3 = 0. N4jdite vSetky mozné hodnoty abc.
Riesenie:

0. Z druhého vztahu

0=a®>+b%+(—a—b)® =a®+b%—(a®+3a®b +3ab? + b3) = —3ab(a + b).

Vidime, Ze nulové je aspon jedno z Cisel a, b, a + b, pritom tretie z nich je —c. Odtial' uz vyplyva abc = 0.



D5

D6

Najdite vSetky realne rieSenia stustavy rovnic

zZ+x ty=
RieSenie:
69-A-11-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3386).
Pre nenulové realne ¢isla a, b, ¢ plati a? — b2 = bc a b? — ¢? = ca. Uk4Zte, Ze potom a? — c? = ab.
RieSenie:
S¢itanim danych rovnosti dostaneme a? — ¢? = bc + ca, takze staéi overit rovnost bc + ca = ab alebo
a(b — ¢) = bc. Preto dané rovnosti upravime na tvar a? = b(b + ¢), (b — ¢)(b + ¢) = ca a potom medzi
sebou vynasobime, ¢im dostaneme a?(b—c)(b+c) = abc(b+c). Odtial uZ po vydeleni oboch stran sti¢inom
a(b + c) ziskame overovanu rovnost. Spominané vydelenie je korektné, lebo podla zadania platia # 0
apripadnarovnost' b+c = 0 by spolus b?—c? = caviedlakrovnosti 0 = ca, ktor je v spore s nenulovostou
Ciselaac.

3 Pripomenime, Ze konvexny Stvoruholnik ABCD je tetivovy prave vtedy, ked' plati ktoradkolvek z podmienok:

Sucet niektorych dvoch jeho protilahlych vnatornych uhlov je 180°, napriklad tych pri vrcholoch B a D:
|*ABC| + |&CDA| = 180°. (Vtedy na tetivovost akéhokolvek $tvoruholnika ABCD stadi, aby body B a D
lezali vo vnutri opacnych polrovin s hrani¢nou priamkou AC.)

Uhly ,nad“ niektorou jeho stranou st zhodné, napriklad nad stranou AB ide o uhly s vrcholmi C a D: |*ACB| =
|*ADB]. (Vtedy na tetivovost akéhokolvek §tvoruholnika ABCD ¢i ABDC staci, aby body C a D lezali vo vnutri
rovnakej polroviny s hrani¢nou priamkou AB.)

Pri rieSen{ tloh ¢asto najprv pouzZitim jednej z tychto podmienok tetivovost niektorého konvexného Stvoruhol-
nika dokdZeme a potom vhodne vyuzijeme platnost druhej podmienky.

N1

N2

N3

D1

V konvexnom $tvoruholniku ABCD plati rovnost |<BAD| = 42°,|«ABC| = 79°,|«DCB| = 138°a|«BDC| =
25°. Urcte |QACB|.

RieSenie:

76°. Vdaka suctu 42° + 138° = 180° je Stvoruholnik ABCD tetivovy, takZe v iom plati |*ACB| = |<ADB|
a|xADC| = 180° — |«ABC| = 101°, teda |<ADB| = |«ADC| — |«BDC| = 101° — 25° = 76°.

Je dany ostrouhly trojuholnik ABC s vyskami AD a BE. (Ako zvycCajne, vyskou trojuholnika rozumieme tisecku,
ktoru popisujeme jej krajnymi bodmi.) Dokazte, Ze stred kruznice opisanej trojuholniku CDE leZi na vyske
trojuholnika ABC z vrcholu C.

RieSenie:

Oznacéme H priese¢nik vySok AD a BE. Vdaka pravym uhlom CEH a CDH je podla Talesovej vety Stvoruhol-

nik CEHD tetivovy a stred kruznice jemu opisanej je stredom usecky CH, teda naozaj lezi na tretej vyske
trojuholnika ABC.

Je dany ostrouhly trojuholnik ABC s vyskami AD, BE a CF. Dokazte, Ze tieto vysky rozpoluju vnitorné uhly
trojuholnika DEF.

RieSenie:

Vzhladom na symetriu sta¢i dokazat iba rovnost |€DFC| = |&EFC|. Vdaka pravym uhlom nad stranou AC
je stvoruholnik AFDC tetivovy, odkial |<DFC| = |«DAC|. Podobne je tetivovy aj Stvoruholnik ABDE, takze
|*DAC| = [«DAE| = |¥DBE| = |XCBE|. Napokon aj $tvoruholnik CEFB je tetivovy, takze |*CBE| =
|«CFE|. Dokopy uZ dostavame |«DFC| = |<CFE]. Krat$i dokaz zhodnosti uhlov DFC a EFC: V tetivovom
Stvoruholniku ACDF st zhodné uhly DFC a DAC, pritom druhy z ich ma z trojuholnika DAC vel'kost 90° —v,
kde y = |&BCA|. Uhol DFC tak ma velkost 90° — y, ktora sa nezmeni, ak vymenime navzajom oznacenie
vrcholov A a B. Tuto velkost preto ma aj uhol EFC.

Su dané dva tetivové Stvoruholniky ABXY a CDYX, pritom ich spolo¢né vrcholy X a Y lezia postupne na
useckach AC a BD. Dokazte, Ze plati AB || CD.
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D3

D4

D5

D6

D7

RieSenie:

Stac¢i dokazat zhodnost striedavych uhlov BAC a DCA, teda uhlov BAX a DCX (lebo X leZi medzi 4 a C).

VyuZijeme na to vlastnosti oboch tetivovych Stvoruholnikov a to, Ze uhly BY X a XY D st vedlajSie (lebo Y leZi

medzi B a D): |[¥BAX| = [«BYX| = 180° — |«XYD| = 180° — (180° — |«DCX|) = [«DCX].

Nech D je vnutorny bod prepony AB pravouhlého trojuholnika ABC. Oznac¢me X a Y stredy kruZnic opisanych

postupne trojuholnikom ADC a CDB. Ukazte, Ze body C, D, X a Y lezia na jednej kruznici.

Riesenie:

KedZe uhly CAD a DBC su ostré, stredy X a Y leZia v opacnych polrovinach s hrani¢nou priamkou DC a podla

vety o obvodovom a stredovom uhle pre vel'kosti konvexnych stredovych uhlov CXD a DYC plati |*CXD| =

2|«CAD| a |«DYC| = 2|«DBC]|. S¢itanim oboch rovnosti dostaneme |*CXD| + |«DYC| = 2(|«CAD| +

|«DBC|) = 2 -90° = 180°, teda CXDY je tetivovy $tvoruholnik. Dokonca plati, Ze kruznica jemu opisana

ma priemer XY, pretoZe trojuholniky CXY a DXY st zhodné podla vety sss, takZe v tetivovom Stvoruholniku

CXDY su uhly pri protilahlych vrcholoch € a D zhodné, a teda pravé.

Je dany ostrouhly trojuholnik ABC. Dotyc¢nice v bodoch A a B ku Kruznici tomuto trojuholniku opisanej

sa pretinajui v bode T. Predpokladajme, Ze priamka rovnobezna so stranou AC, ktora prechadza bodom T,

pretina stranu BC v bode D. Ukazte, Ze |AD| = |CD|.

RieSenie:

Kl'icom k rieSeniu je odhalenie tetivovosti Stvoruholnika AT BD. Na dokaz tohto poznatku staci overit, Ze oba

uhly BAT a BDT maju rovnaku vel'kost |€BCA|, ktort ozna¢ime y - podla zadania totiZ oba body A a D leZia

s celou opisanou kruznicou na jednej strane od jej doty¢nice BT. Pre prvy uhol TAB to priamo vyplyva z vety

o obvodovom a tisekovom uhle, pre druhy uhol BDT je to dosledok sihlasnej rovnobeznosti isec¢iek AC aTD.

Stvoruholnik ATBD je teda naozaj tetivovy. Teraz uz dokazovana rovnost |AD| = |CD| vyplynie z toho, Ze

v trojuholniku CAD ma velkost y nielen uhol DCA, ale aj uhol CAD. Ten je totiZ zhodny so striedavym uhlom

ADT, ten vdaka ndSmu odhaleniu s uhlom ABT, ktory je napokon podla |[TA| = |TB| zhodny s uhlom TAB,

o ktorého vel'kosti y uz vieme.

Nech AC je priemer kruznice opisanej tetivovému stvoruholniku ABCD. Predpokladajme, Ze na polpriamkach

opacnych k polpriamkam AD a DC existuju postupne body A’ # A a C' # D také, Ze plati |AB| = |A'B|

a|BC| = |BC'|. DokazZte tvrdenia:

a) Body 4, B, C' a D leZia na jednej kruZnici k.

b) Akje O stred kruznice k a 04 a O st postupne stredy kruznic opisanych trojuholnikom AA’B, resp. CC'B,
tak plati 004 L 0O0¢.

RieSenie:

69-B-1-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3387#page=7).

Na strandch AB a BC daného trojuholnika ABC leZia postupne také body D a E, ze |[BD| = |DC| = |CA|

a|EC| = |ED|. Dokéazte, Ze |AE| = |BE].

Riesenie:

72-B-11-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4449#page=3).

Dany je pravouhly trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole C. Nech D je lubovolny vntutorny bod odvesny

AC ap kolmica z bodu D na preponu AB. Oznacme E, kde E # D, bod priamKky p taky, Ze body A, B, D, E lezia

na kruznici. Ozna¢me es$te F priese¢nik priamok p a BC. Dokazte, Ze |AE| = |AF]|.

RieSenie:

70-B-1I-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3604#page=2).

Dany je rovnoramenny trojuholnik ABC so zakladiiou AB a bod P vnitri jeho vySky z vrcholu C. Priamka

AP pretina kruZnicu opisanu trojuholniku ABC v bode @, kde Q@ # A. Rovnobezka so zakladiiou AB vedena
bodom P pretina rameno BC v bode R. Dokazte, Ze polpriamka QR je osou uhla AQB.

Riesenie:
71-A-11-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3921#page=3).

N1

Pre celé ¢islan, a, b platin | a an | b. Dokazte, Ze potom pre lubovolné celé ¢isla k, I platin | ka + b
(Specialne naprikladn |a+ban | a — b).

Riesenie:

Podla podmienok n | a an | b existuju celé ¢isla a’ a b’ také, Ze a = a’'na b = b'n. Potom ka + lb =
ka'n +1b'n = (ka' + Ib")n, kde ka' + b’ je celé ¢islo, a preton | ka + lb.
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Pre ktoré prirodzené ¢isla n je zaruéené, Ze celé &isla u, v spitiajtice obe podmienky n | u + van | u — v st
samy delitelné ¢islom n?

RieSenie:

Prave pre neparnen.Zn | u+van | u —vvyplyva,Zen | 2uan | 2v, pretoze 2u = (u +v) + (u — v)
a2v = (u+v)— (u—v).Akjen neparne, je n s ¢islom 2 nesudelitelné, a pretozn | 2Zuan | 2v uz vyplyva
n | u, resp.n | v. Pre parne n uvazte protipriklad u = v = n/2.

UkaZzte, Ze ak pre kladné prirodzené ¢islaaa b platia | bab | a,taka = b.

Riesenie:

KedZe pre kazdy kladny delitel’ d kladného prirodzeného cCisla u zrejme platid < u,za | bab | a vyplyva
postupne a < bab < a, spolu a = b. Inak moZeme zapisat rovnostia = kb a b = la pre vhodné kladné
prirodzené ¢isla k a [, odkial’ po vynasobeni dostaneme ab = kbla a dalej po vydeleni ab obdrZzime kl = 1,
¢oznamena, zenutne k =1 = 1.

Ukazte, Ze ak pre rozne kladné prirodzené ¢islau a v plati u | v, tak 2u < v.

RieSenie:

Zu | vvyplyva v = ku pre vhodné kladné prirodzené Cislo, pritom z u # v vyplyva k # 1, teda k > 2. Preto
v =ku=2u.

Pre kladné prirodzené ¢islaa a b plati a | 9b a b | 9a. Urcte vSetky mozné hodnoty podielu a/b.

RieSenie 1:

9,3,1,1/3,1/9. Vztah a | 9b znamena 9b = ka pre vhodné kladné prirodzené k. Preto teraz b | 9a
prepisSeme ako 9b | 81a, odkial po dosadeni za 9b dostaneme vztah ka | 81a, ¢ize k | 81. Cislo k je te-
dajeden z delitelov 1, 3,9, 27, 81 ¢isla 81. KedZe z 9b = ka vyplyva a/b = 9/k, kazdd hodnota a/b sa musi
rovnat jednému z ¢isel 9, 3, 1, 1/3, 1/9. VSetky tieto hodnoty st dosiahnutelné, napriklad dvojicami (a, b)
z mnoziny {(9,1),(3,1),(1,1),(1,3), (1,9}

RieSenie 2:

Hodnota podielu a/b ani platnost podmienok a | 9b a b | 9a sa nezmeni, ked’ ¢isla a a b vydelime ich
najvacsim spolo¢nym delitelom. Preto staci uvazovat' len dvojice nesudelitelnych ¢isel a a b. Pre ne si pod-
mienky a | 9b a b | 9a postupne ekvivalentné s podmienkami a | 9 a b | 9, takze staci vypocitat hodnoty
a/b pre vsetky dvojice (a, b) nesudelitelnych delitelov ¢isla 9, teda pre dvojice z mnoziny {(9, 1), (3, 1), (1, 1),
(1,3), (1,9)}.

V skolskej zahrade hra skupina Ziakov hru zvanu molekuly. U¢itel im najprv prikazal, aby sa rozdelili do
trojic. Jeden Ziak zvysil, a tak z dalSej hry vypadol. Zvys$ni Zaci sa potom mali rozdelit do Stvoric. Opat jeden
ziak zvysil a vypadol. Potom sa zvy3ni ziaci mali rozdelit do patic, zase jeden Ziak zvysil a vypadol. Ucitel
teraz kaze, aby sa zvySni ziaci rozdelili do Sestic. Dokazte, Ze opat jeden Ziak zvysi.

RieSenie:

71-C-1-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3925).

Urcte vietky dvojice (m, n) kladnych celych ¢isel, pre ktoré je ¢islo 4(mn + 1) delitelné ¢islom (m + n)?2.
Riesenie:

60-A-11-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=362#page=4).

Urcte vSetky celé kladné cislam a n také, Ze n deli 2m — 1 am deli 2n — 1.

Riesenie:

59-A-11-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=7#page=4).

Najdite vSetky trojice navzajom réznych prvoéisel p, q, r spliiajice tri podmienky p | ¢ +7,q | v + 2p
ar|p+3q.

RieSenie:

55-A-11I-5 (https://skmo.sk/dokument.php?id=235#page=5).

N1

N2

Zddvodnite, Ze polomer kruZnice opisanej pravouhlému trojuholniku je polovicou dizky jeho prepony.
Riesenie:

Podla Talesovej vety je prepona pravouhlého trojuholnika priemerom kruznice jemu opisane;j.

Ukézte, Ze v pravouhlom trojuholniku s odvesnami diZok a a b a preponou dizky c plati pre polomer r
kruZnice jemu vpisanej vzorec r = é(a +b—o).
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RieSenie:

Body dotyku kruznice vpisanej rozdeluju strany trojuholnika na Sest isekov. Dva z nich (tie pri vrchole
pravého uhla) st susednymi stranami $tvorca so stranou diZky r. Celé odvesny tak maji dizky a = r + x
ab =r + y, kde x ay suich dlzky usekov pri vrcholoch ostrych uhlov. Tie su (vdaka simernostiam podla
osi tychto uhlov) zhodné s dvoma usekmi, na ktoré je rozdelena prepona, ktord ma preto dlzku c = x + y.
Teraz je jasné, Ze zrejmu rovnost 2r = (r + x) + (r + y) — (x + y) mdéZeme prepisat ako 2r = a+ b —c.Po
vydeleni ¢islom 2 sme s dokazom hotovi.

Pravouhly trojuholnik o odvesnami diZok a a b a preponou diZky ¢ spiiia podmienku 3a + 4b = 5c. Uréte
vSetky mozné hodnoty pomeru a : c.

RieSenie:

Zadanu rovnost vydelime ¢ a dostaneme 3a/c + 4b/c = 5. Z Pytagorovej vety mame a? + b? = c?, takze
(a/c)? + (b/c)? = 1. To ndm dava pre podiely x = a/cay = b/c ststavurovnic 3x + 4y = 5ax? +y2 = 1.
Ak dosadime vyjadrenie y = (5 —3x)/4 z prvej rovnice do druhej rovnice, dostaneme po vynasobeni ¢islom
16 rovnicu 16x2 +(5—3x)? = 16, po iprave (5x—3)? = 0. 0dtial x = 3/5. N4jdend hodnotaa/c = x = 3/5
pomeru a : ¢ je mozna - napriklad a = 3,b = 4 a ¢ = 5 su dlzky stran pravouhlého trojuholnika a plati pre
ne 3a + 4b = 5c.

Pre polomer r kruZnice vpisanej v§eobecnému trojuholniku dokazte vzorec r = S/s, kde S je obsah tohto
trojuholnika a s je polovica jeho obvodu.

RieSenie:

Ozna¢me I stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC so zvycajne ozna¢enymi dizkami stran. Obsah S celého
trojuholnika je sti¢tom obsahov trojuholnikov BCI, CAI a ABI, ktoré sa postupne rovnajui %ar, %br a %cr.

. 1 1 1 Y , .
Zrovnosti S = sar+ Ebr + 5cruz jednoduchou dpravou dostaneme dokazovany vzorec.

Odvod'te vzorecr = %(a + b — ¢) z Glohy N1 pouZitim vysledku ulohy D1.

RieSenie:

Trojuholnik zo zadania Glohy N1 m4 obsah § = %ab. Podla vzorca z D1 tak s prihliadnutim na ¢? = a? + b?
plati

2 ab ab(a+b—c)
r=—= = =
s abtc gq4b+c (a+b+c)athb—0)
2
_abla+b—-c) ab(a+b—c) _abla+b—-c) a+b-c
" (@a+b)2-c?  (a+b)2—(a%+b?) 2ab B 2

Dany je pravouhly trojuholnik ABC s preponou AB. Dokéazte, Ze vel'kost jeho vysky CD sa rovna suctu polom-
erov kruznic vpisanych trojuholnikom ABC, CAD a CBD.

Riesenie:
Pri beznom oznaceni a = |BC|, b = |CA|,c = |AB|,v = |CD|, ¢, = |AD| a ¢, = |BD]| platia pre polomery r,
7y, T kruznic vpisanych postupne pravouhlym trojuholnikom ABC, CAD a CBD podla ulohy N2 vzorce

a+b—c
r=—,
2
cqt+b—c
fa= 75
a
cp+v—a
Tb=—2

Ich s¢itanim uZ dostanemer + 1, + 1, = v + %(ca +c, —c)=v,lebocy, + ¢, =c.

Pravouhly trojuholnik ma celo&iselné dizky stran a obvod 11 990. Navyse vieme, Ze jedna jeho odvesna ma
prvociselnu dlzku. Urcte ju.

Riesenie:

71-B-1-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3924).

Pravouhly trojuholnik ma celo¢iselné dizky stran. Jeho obvod je druha mocnina prirodzeného ¢&isla. Tiez
vieme, Ze jedna jeho odvesna ma dlzku rovni druhej mocnine prvocisla. Urcte vSetky mozné hodnoty tejto
dizky.

RieSenie:

71-B-S-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3928#page=3).



D6

V pravouhlom trojuholniku ABC s preponou AB, kde |AC| = 4 a [BC| = 3, lezia navzijom sa dotykajtice
kruznice k; a k, s polomermi ry, resp. r, tak, Ze k; sa dotyka stran AB a AC a k, sa dotyka stran AB a BC.
Urcte ry ary, ak plati 4r; = 9.

RieSenie:

62-A-11-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=675#page=2).

N1

N2

N3

D1

D2

D3

D4

Rozhodnite, i je mozZné Stvorcovu tabul'ku 3 X 3 vyplnit navzajom réznymi prirodzenymi ¢islami od 1 do 9
tak, aby v kazdom riadku existovalo cislo, ktoré sa rovna suctu zvysnych dvoch cisel.

RieSenie:

Nejde to. D6kaz sporom: Majme vyhovujicu tabul'ku. Ak je v jej prvom riadku ¢islo a a dalSie dve ¢isla so suc-

tom a, je sucet vSetkych troch ¢isel rovny 2a, €o je parne cislo. Podobne s parne sucty ¢isel v druhom aj
tretom riadku, a teda aj stcet vSetkych 9 ¢isel v tabul’ke. Ten je vSak 1 + --- + 9 CiZe 55, ¢o je spor.

Rozhodnite, ¢i je moZné Stvorcovu tabul'ku 3 X 3 vyplnit navzajom réznymi prirodzenymi ¢islami od 1 do 9
tak, aby v kazdom riadku existovalo ¢islo, ktorého $tvornasobok sa rovna suctu zvysnych dvoch cisel.
RieSenie:

Nejde to. Dokaz sporom: Majme vyhovujucu tabul'ku. V prvom riadku je ¢islo a a zvy$né dve Cisla so sic¢tom
4a, sucet vSetkych troch ¢isel tak je 5a. Analogicky vyznam ako a bude mat ¢&islo b z druhého riadka a ¢islo
¢ z tretieho riadka. Stucet 45 vSetkych 9 ¢isel v tabulke je tak 5(a + b + ¢), odkial a + b + ¢ = 9. KedZe
sucet akychkolvek dvoch c¢isel z tabul’ky neprevysSuje 9 + 8 cize 17, plati to aj pre ¢isla 4a, 4b a 4c, takze
a,b,c €{1,2,3,4}.Spolusa+b+c = 9 toznamena, Ze {a, b,c} = {2, 3, 4}. Cislo 4 tak zdiela riadok s dvoma
Cislami so suctom 4 - 4 cize 16, ide teda o Cisla 7 a 9. Odtial' uz vyplyva, Ze ¢islo 3 nemoze zdielat riadok
s dvoma ¢fslami so suctom 4 - 3 ¢ize 12, pretoze kazda z moznych dvojic (3, 9), (4,8) a (5, 7) je vylacena pre
riadok s ¢islami 4, 7, 9.

Tabul'ka 4 X 4 je vyplnend réoznymi celymi ¢islami od 1 do 16. Isté ¢islo s v tejto tabulke ma ta vlastnost,
Ze jeho Stvornasobok je rovny ako suctu ostatnych troch Cisel z jeho riadka, tak stuctu ostatnych troch cisel
z jeho stipca. Uréite najvacésie mozné takéto s.

Riesenie:

9. Nech vyhovujtice &islo s zdiela riadok s trojicou &isel (a, b, ¢), a stipec s trojicou (d, e, f). S¢itanim rovnosti
4s = a+ b+ ca4s = d+ e+ f dostaneme, Ze Cislo 8s je rovné suctu Siestich roznych ¢isel z tabul’ky,
ktory neprevysuje sucet Cisel od 11 do 16 rovny 81. Plati teda 8s < 81, odkial' s < 10. Pripad s = 10 vsak
mozny nie je: SU¢ty a + b +cad + e + f by museli byt (aZ na poradie s¢itancov) medzi si¢tami 16 + 15 + 9,
16+ 13+ 11,15+ 14+ 11a 15+ 13 + 12 - kazdé dva z nich vSak maju spolocny sc¢itanec. Pripad s = 9 uz
mozny je: UvaZzujme tabul'ku, v ktorej ¢islo 9 zdiela riadok s trojicou (16, 15, 5) a stlpec s trojicou (14, 12, 10),
ostatné Cisla su rozmiestnené akokolvek.

Tabul'ka 10 x 10 je vyplnena &islami 1 a —1 tak, Ze stcet ¢isel v kazdom riadku aj stipci je delitelny 3. Uréte
najvacsi mozny sucet cisel v tabul'ke a dokazte, Ze vacsi byt nemdze. Uved'te tieZ priklad tabul'ky s uréenym
najvacsim suctom.

RieSenie:

71-C-S-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3929).

V Skolskej zadhrade hra skupina Ziakov hru zvanu molekuly. Ucitel im najprv prikazal, aby sa rozdelili do
trojic. Jeden Ziak zvysil, a tak z dalSej hry vypadol. Zvy3ni Zaci sa potom mali rozdelit do Stvoric. Opat jeden
ziak zvysil a vypadol. Potom sa zvysni ziaci mali rozdelit do patic, zase jeden Ziak zvysil a vypadol. Ucitel
teraz kaze, aby sa zvys$ni Ziaci rozdelili do Sestic. Dokazte, Ze opat jeden Ziak zvysi.

RieSenie:

71-C-I-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3925).

Tabul'ka 10 X 10 je vyplnena ¢islami 1 a —1 tak, Ze sucet ¢isel v kazdom riadku azZ na jeden je rovny 0 a sticet

¢isel v kazdom stipci aZ na jeden je rovny rovnakému é&islu s. Uréte najvacsiu moznit hodnotu s a dokazte, Ze
vacsia byt nemoZe. Uved'te tieZ priklad tabul'ky s uréenou najva¢sou hodnotou s.

RieSenie:
71-C-11-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4055#page=4).

Tabul'ka 10 x 10 je vyplnena cislami —4, 3 a 10 tak, Ze sucet Cisel v kazdom riadku aZ na jeden je nanajvys 0
a sucet Cisel v kazdom stlpci az na jeden je nanajvys 0. Urcte najvacsi mozny sucet Cisel v tabul'ke.
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RieSenie:

71-B-1I-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4057#page=5).

Vtabulke nXn, pricomn > 2, st po riadkoch napisané vietky ¢fsla 1, 2, ..., n? v tomto poradi (v prvom riadku
su za sebou napisané ¢isla 1, 2, .., n, vdruhom riadkun + 1, n + 2, ..., 2n, atd.). V jednom kroku mozZeme
zvolit lubovolné dve ¢isla na susednych polickach (t. j. na takych, ktoré majd spolo¢nu stranu), a ak je ich
aritmeticky priemer celé cislo, obe nahradime tymto priemerom. Pre ktoré n mozno po konecnom pocte
krokov dostat’ tabul'ku, v ktorej st vSetky cisla rovnaké?

RieSenie:

57-A-11-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=214#page=2).

Pre ktoré kladné prirodzené ¢islo n moZno do tabulky n X n vpisat’ vSetky celé ¢isla od 1 po n? tak, aby
aritmeticky priemer ¢isel v kazdom riadku aj stipci tabul'’ky bol celym ¢&islom?

RieSenie:
68-A-II1-6 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3121#page=9).







