MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie C
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Peter napisal na tabulu 7 po sebe iducich prirodzenych cisel. Pavol ich nevidel, ale tvrdi, Ze jedno z nich je
delitelné 7. Ma pravdu? Preco?

Myslim si prirodzené cislo. Ak ho zmensim o 1, dostanem cislo delitelné 3. Ak myslené cislo zmensim o 2,
dostanem cislo delitelné 4.

a) Aké najmensie c¢islo si moZem mysliet?

b) Najdite vsetky Cisla, ktoré si m6zZem mysliet.

Blchy Adam a BaSa skac¢u po ocislovanych schodoch stale hore. Adam zac¢ina na 1. schode a skdce o a schodov.

Basa zacina na 3. schode a skace o b schodov. Schody, na ktoré obe blchy doskocia, nazveme , dvakrat navsti-
vené“, Urcte najmensi kladny rozdiel poradovych ¢isel dvakrat navstivenych schodov, a to v pripadoch

a) a=4ab=35;

b) a=4ab=6;

b) a=6ab=09.

Dokazte, Ze z n po sebe iddcich prirodzenych ¢isel je vzdy prave jedno delitelné ¢islom n.

V skolskej zahrade hra skupina ziakov hru zvant molekuly. Ucitel im najprv prikazal, aby sa rozdelili do
trojic. Jeden ziak zvysil, a tak z dalSej hry vypadol. ZvySni Ziaci sa potom mali rozdelit do $tvoric. Opéat jeden
ziak zvysil a vypadol. Potom sa zvy3$ni Ziaci mali rozdelit do piatich, zase jeden zZiak zvysil a vypadol. Ucitel
teraz kaZe, aby sa zvysni Ziaci rozdelili do Sestic. DokaZte, Ze opat jeden Ziak zvysi.

Styri dni po sebe som zdolaval rovnaké schodisko majtice menej ako 100 schodov. Bral som ho prvy dei po

2 schodoch, druhy deni po 3, treti del po 4 a Stvrty deti po 5 schodoch, na posledny krok mi ostali postupne
1, 2, 3 a 4 schody. Kol'ko schodov celé schodisko malo?

Myslim si prirodzené ¢islo, ktoré je vacsie ako 2000, mensie ako 3000 a je delitelné 17. Ak myslené cislo
zvacSim o 1, dostanem c¢islo delitelné 11. Ak svoje ¢islo naopak zmensim o 1, dostanem ¢islo delitelné 6. Aké
Cislo si myslim?
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N3jdite vSetky rovnoramenné trojuholniky, ktoré majd aspon jeden uhol vel'’kosti

a) 30°,

b) 60°.

Bez pouzitia Talesovej vety dokazte, Ze stred kruznice opisanej pravouhlému trojuholniku splyva so stredom
jeho prepony. Vyuzite na to vhodne dve stredné priecky.

UvaZujme Sest bodov: vrcholy daného rovnostranného trojuholnika a stredy jeho stran. Zistite, kol'’ko pra-
vouhlych trojuholnikov ma ako vrcholy tri zo Siestich uvaZovanych bodow.

V danom pravouhlom trojuholniku ABC ozna¢me K stred prepony AB a L stred kratSej odvesny AC. KruZnica
s priemerom B( pretina tisecku KL v bode P. Dokazte, ze uhly PAC a PBC su zhodné.

Dany je trojuholnik ABC, v ktorom D, E st postupne stredy stran BC, AB. Nech F je stred usecky BE a G vnu-
torny bod strany AC taky, Ze |AG| = 3 |CG|. Dokazte, Ze priese¢nik priamok DF a GE leZi na tej rovnobezke
s priamkou BC, ktora prechadza bodom A.

Sestuholnik, ktorého vietky uhly maji rovnaki velkost, ma $tyri po sebe idiice strany s dizkami 1, 7, 4 a 2.
Zistite dlzku zvys$nych dvoch stran.

N1

V jednej rodine Zije

a) 7 bratov bez sestry,
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b) 7 bratov a 1 sestra.

Kazdy z nich vyslovi jedno pravdivé vyhlasenie z ponuky v sitaznej tlohe. Uréte maximalny pocet réznych
vyrokov, ktoré moézu zazniet.

Majme n navzajom réznych prirodzenych ¢isel. Kazdé z nich zafarbime bud’ namodro, alebo nacerveno. Zis-
tite, pre aké najmensSie n uz zarucene najdeme dve ¢isla rovnakej farby, ktorych rozdiel je parny.

Do vreca je nahadzanych 5 parov Ciernych, 6 parov modrych a 7 parov sivych papuc, pritom pary papuc
rovnakej farby su nerozlisitelné. Kol'ko papuc¢ musime vytiahnut, aby sme urcite medzi nimi mali

a) dve papuce rovnakej farby,

b) dve papuce rovnakej farby, ktoré tvoria par?

Na Ostrove Logiky patri kazdy jeho obyvatel bud’ medzi poctivcov, ktori hovoria vzdy pravdu, alebo medzi
klamarov, ktori vzdy klamu. Pri stole sa stretnu traja obyvatelia tohto ostrova - Oliver, Pavol a Romana. Oliver
povie: ,Medzi nami nie je ani jeden poctivec.. Pavol doda: ,Medzi nami je prave jeden poctivec.” Je Romana
poctivec, alebo klamar?

Na Ostrov Logiky z tlohy D2 zavita turista, ktory si najme miestneho sprievodcu. Pri ceste uvidia v dial-

ke dalSieho domorodca. Turista za nim vysle svojho sprievodcu, aby sa ho spytal, ¢i je poctivcom, alebo
klamarom. , Tvrdji, Ze je poctivec., prinesie spravu sprievodca. Je sprievodca poctivec, alebo klamar?
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Pre prirodzené Cisla a, b, c, d plati ab + bc + cd + da = 77. Urcte vSetky mozné hodnoty ich suctu.
Predpokladajme, Ze navzajom rozne reélne ¢isla a, b, ¢, d spliiajii nerovnosti

ab+ cd > bc+ ad > ac + bd.

AK a je z tychto Styroch Cisel najvacsie, ktoré z nich je najmensie?
Najdite vsetky Stvorice (a, b, ¢, d) celych ¢isel so suctom 71 také, Ze a > b > ¢ > d a plati

(a=b)(c—d)+ (a—d)(b—c) = 26.
Urcite vSetky moZné hodnoty stctua + b + ¢ + d, kde a, b, c, d st kladné celé ¢isla spiﬁajﬁce rovnost
(a? — b?)(c? —d?) + (b? — d?)(c? — a?) = 2021.

Na kazdej stene kocky je napisané kladné celé ¢islo. Ku kazdému vrcholu je pripisany sucin troch ¢isel na
prilahlych stenach. Sicet 6smich ¢isel pri vrcholoch je 1001. Urcte vSetky mozné hodnoty suctu ¢isel na
stenach.

Urcte pocet vSetkych trojic kladnych celych ¢isel a, b, c, pre ktoré plati a + ab + abc + ac + ¢ = 2017.
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Uvazujme prirodzené cisla od 1 do 10 (vratane). Najviac kol'ko z nich méZeme medzi sebou vynasobit, aby
druha odmocnina z ich sticinu bola rovna prirodzenému cislu?

Nechn je kladné prirodzené ¢islo. Uk4Zte, Ze ¢islo v/ je celé prave vtedy, ked' v rozklade ¢islan na prvocinitele

ma kazdé prvocislo parny pocet vyskytov.

a) Dokazte, Ze rovnost a? = 2b? neplati pre Ziadne kladné prirodzené ¢&isla a a b.

b) Dokazte, Ze ¢islo V2 jeiraciondlne, t. . Ze sa nerovna ziadnemu zlomku a/b, kde a a b st kladné prirodzené
Cisla.

c) Dokazte, ze Cisla V3 a V6 su iracionélne.

Dokaézte, Ze pre kazdé kladné prirodzené ¢islo n je ¢islo /n bud’ celé, alebo iracionalne.

Kladné prirodzené ¢&islo n je také, Ze ¢islo 6n? + 5n + 1 je druhou mocninou prirodzeného ¢&isla. Dokézte, Ze
aj obe ¢isla 2n + 1 a 3n + 1 st druhymi mocninami prirodzenych cisel.

Na tabuli je napisanych n réznych prirodzenych ¢isel od 1 do n. V jednom kroku zotrieme nejaké dve cisla
a namiesto nich napiSeme absolitnu hodnotu ich rozdielu. Pokracujeme tak dlho, kym na tabuli nezostane
jediné Cislo. Pre ktoré Cisla n bude toto posledné Cislo neparne nezavisle od toho, v akom poradi budeme
¢isla zotierat?




N1 Vo stvorci ABCD zvol'me vo vnutri strany AB lubovolne bod K a vo vnitri strany BC I'ubovolne bod L. Na
polpriamke CD zvolme bod M tak, aby |[<KLM| = 90°. Dokazte, Ze trojuholniky BLK a CML st podobné.

N2 Na strandch AB, BC, CD, DA $tvorca ABCD postupne zvolime body K, L, M, N tak, Ze |AK| : |KB| = |BL| :
[LC| = |CM|: |MD| =|DN|:|NA|=2:1.
a) Dokazte, ze KLMN je Stvorec.
b) Urcte pomer obsahov stvorcov KLMN a ABCD.

D1 Dve tetrisové kocky zostavené zo Stvorcov o rozmeroch 1 X 1 sa dotykaji v bodoch 4, B, C ako na obrazku.
Vypoditajte |AB|.

D2 Ozna¢me E stred zakladne AB lichobeZznika ABCD, pricom |AB| : |CD| = 3 : 1. Uhlopriecka AC pretina
useCky ED, BD postupne v bodoch F, G. Uréte postupny pomer |AF| : |FG| : |GC]|.

D3 Na obrazku su vyznacené uhly medzi uhloprieckou a stranou v troch pravouholnikoch3 x 1,2 x 1a1 X 1.

/

Dokazte, Ze sucet tychto troch uhlov je 90°.
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Peter napisal na tabulu 7 po sebe iducich prirodzenych cisel. Pavol ich nevidel, ale tvrdi, Ze jedno z nich je
delitelné 7. Ma pravdu? Preco?

RieSenie:

Pavol ma pravdu. Ozna¢me n najmensie z tychto Cisel a z jeho zvySok po deleni 7. Ak neplati z = 0, tak
1 <7 —z < 6, takZe Cislon + (7 — z) je napisané na tabuli a je delitelné 7, lebo je stctom ¢iseln —za 7,
ktoré st obe delitelné 7.

Myslim si prirodzené ¢islo. Ak ho zmens$im o 1, dostanem ¢islo delitelné 3. Ak myslené ¢islo zmensim o 2,

dostanem Cislo delitelné 4.

a) Aké najmensie c¢islo si moZem mysliet?

b) Najdite vSetky Cisla, ktoré si m6Zem mysliet.

RieSenie:

a) Cislo 10. Z ¢isel 1, 4, 7, 10, 13, ... vyberieme najmensie, ktoré spiﬁa aj druht podmienku.

b) Cislo 10412k pre lubovolné prirodzené k. Kazdé &islo sa v porovnani s ¢islom 10 1i3i 0 ndsobok 3 (z prvej
podmienky) a zaroven o ndsobok 4 (z druhej podmienky), teda o nasobok 12.

Blchy Adam a BaSa skacu po ocislovanych schodoch stéle hore. Adam zac¢ina na 1. schode a skace o a schodow.
Basa zacina na 3. schode a skace o b schodov. Schody, na ktoré obe blchy doskocia, nazveme ,,dvakrat navsti-
vené“. Urcte najmensi kladny rozdiel poradovych ¢isel dvakrat navstivenych schodov, a to v pripadoch

a) a=4ab=275;

b) a=4ab=6;

b) a=6ab=09.

RieSenie:

a) 20.

b) 12.

b) také schody neexistuju.

Hladany rozdiel je vo vSeobecnosti rovny najmensiemu spolo¢nému nasobku ¢isel a a b, v pripade, Ze dvakrat

navstivené schody vobec existuju. To je v pripade c) vyliené, pretoZe celé ¢isla k a | pre rovnicu 1 + ka =
3 + b vtedy neexistuju - z ¢isel 1 + 6k a 3 + 91 je vZdy iba to druhé delitelné 3.

Dokazte, Ze z n po sebe iddcich prirodzenych ¢isel je vzdy prave jedno delitelné ¢islom n.

RieSenie:

Zvysky n po sebe iducich prirodzenych cisel tvoria - podla zvysku k najmensieho z tychto Cisel - v pripade
k =0n-ticu(0,1,2,..,n—1),vpripadek € {1,2,..,n — 1} n-ticu (k,k+ 1,..,n—1,0,1, ..,k — 1).

V Skolskej zahrade hra skupina Ziakov hru zvanu molekuly. U¢itel im najprv prikazal, aby sa rozdelili do
trojic. Jeden ziak zvysil, a tak z dalsej hry vypadol. Zvysni Ziaci sa potom mali rozdelit do Stvoric. Opat jeden
ziak zvysil a vypadol. Potom sa zvysni Ziaci mali rozdelit do piatich, zase jeden ziak zvysil a vypadol. Ucitel
teraz kaZe, aby sa zvy3ni Ziaci rozdelili do Sestic. DokaZte, Ze opat jeden Ziak zvysi.

RieSenie:

Ide sa o ulohu 71-C-I-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3925). Ked' jej znenie prevedieme do jazyka

Cisel, zrieSenia tlohy N2 vyplynie, Ze pocet Ziakov je tvaru 10+ 12k. Vdaka rovnosti 10+ 12k = 6(1+2k)+4
ma zvySok takého cisla po deleni 6 potrebnd hodnotu 4.

Styri dni po sebe som zdolaval rovnaké schodisko majtice menej ako 100 schodov. Bral som ho prvy defi po
2 schodoch, druhy den po 3, treti den po 4 a Stvrty den po 5 schodoch, na posledny krok mi ostali postupne
1, 2, 3 a 4 schody. Kol'ko schodov celé schodisko malo?



D4

RieSenie:
59. Keby malo schodisko o 1 schod viac, bol by ich pocet delitelny kazdym z ¢isel 2, 3, 4, 5.

Myslim si prirodzené cislo, ktoré je vacsie ako 2000, mensie ako 3000 a je delitelné 17. Ak myslené Cislo
zvacsim o 1, dostanem c¢islo delitelné 11. Ak svoje ¢islo naopak zmensim o 1, dostanem ¢islo delitelné 6. Aké
¢islo si myslim?

Riesenie:

Hladajme najskér najmensie prirodzené c¢islo n s vlastnostami 17 | n, 11 | n 4+ 1 a 6 | n — 1. PracnejSiemu
postupu sa vyhneme, ked 6 | n — 1 zapiSeme ako 6 | n + 17, a prejdeme tak len k dvom podmienkam
(17-6) [ n+17a1l1 | n+ 1.Ked%e 17 - 6 = 102, z prvej podmienky médme n = 102k — 17, teda hladame
najmensie prirodzené k, pre ktoré 11 | 102k — 16. To sa da zjednodusit na 11 | 3k + 6 a dalej eSte na
11 | k+ 2,0odkial k =9an =102-9 — 17 = 901.KedZe 17 - 6 - 11 = 1122, vSetky vyhovujlce n st tvaru
901 + 11221. Preto je myslené Cislo 901 + 1122 ¢ize 2023.
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N3jdite vSetky rovnoramenné trojuholniky, ktoré majd aspon jeden uhol vel'kosti

a) 30°,

b) 60°.

RieSenie:

a) Su to trojuholniky s trojicami uhlov (30°,30°,120°) a (30°, 75°,75°%)

b) Vyhovuju len rovnostranné trojuholniky.

Bez pouzitia Talesovej vety dokaZte, Ze stred kruZnice opisanej pravouhlému trojuholniku splyva so stredom
jeho prepony. VyuZite na to vhodne dve stredné priecky.

RieSenie:

Stred kruznice opisanej vSeobecnému trojuholniku lezi v priesec¢niku osi jeho troch stran, na jeho urcenie
staci vyuzit dve z tychto osi. Stredné priecky pravouhlého trojuholnika, ktoré st rovnobezné s jeho odves-

nami, leZia na osiach tychto dvoch stran. Preto tieto dve osi prechadzaji spolo¢nym bodom spominanych
dvoch priecok, teda stredom prepony.

Uvazujme Sest bodov: vrcholy daného rovnostranného trojuholnika a stredy jeho stran. Zistite, kol'’ko pra-
vouhlych trojuholnikov ma ako vrcholy tri zo Siestich uvaZovanych bodov.

Riesenie:
Sest. Jednou z odvesien kazdého trojuholnika musi byt niektora vyska pévodného rovnostranného trojuhol-
nika.

V danom pravouhlom trojuholniku ABC oznacme K stred prepony AB a L stred kratSej odvesny AC. Kruznica
s priemerom BC pretina tisecku KL v bode P. Dokazte, ze uhly PAC a PBC su zhodné.

RieSenie:

72-C-S-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4367#page=2).

Dany je trojuholnik ABC, v ktorom D, E st postupne stredy strdn BC, AB. Nech F je stred tsecky BE a G vnu-
torny bod strany AC taky, Ze |AG| = 3 |CG|. DokaZte, Ze priese¢nik priamok DF a GE leZi na tej rovnobezke
s priamkou BC, ktora prechadza bodom A.

RieSenie:

70-C-11-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3605#page=3).

§est'uho!nik, ktorého vietky uhly majt rovnaku velkost, ma tyri po sebe idiice strany s dizkami 1, 7, 4 a 2.
Zistite dlzku zvysnych dvoch stran.

RieSenie:

5 a 6. KedZe uhly daného Sestuholnika majt vel'kost (6 —2)-180°/6 CiZe 120°’, moZno jeho vrcholy umiestnit
do uzlov rovinnej siete tvorenej rovnostrannymi trojuholnikmi so stranou dlzky 1.

N1

V jednej rodine Zije
a) 7 bratov bez sestry,
b) 7 bratov a 1 sestra.

KaZdy z nich vyslovi jedno pravdivé vyhlasenie z ponuky v sitaZnej dlohe. Uréte maximalny pocet roznych



N2

D1

D2

D3

vyrokov, ktoré mozu zazniet.

RieSenie:

a) 1.

b) 3.

V pripade b) prichadzaju do avahy iba 3 vyroky: o prave 1 sestre, o prave 7 bratoch a o prave 6 bratoch.

Majme n navzajom roznych prirodzenych cisel. Kazdé z nich zafarbime bud’ namodro, alebo nacerveno. Zis-
tite, pre aké najmensie n uz zarucene najdeme dve ¢isla rovnakej farby, ktorych rozdiel je parny.

RieSenie:
5. Rozdiel dvoch ¢isel je parny prave vtedy, ked’ ¢isla majd rovnaku paritu (parne/neparne).V pripaden > 5
najdeme podla Dirichletovho principu aspon 3 zafarbené ¢isla rovnakej parity. Niektoré dve z nich budd mat’

rovnakd farbu. V pripade n = 4 (a tym vlastne aj v pripade n < 4) uvedieme protipriklad: Za predpokladu,
Ze mame zadané c¢isla od 1 do 4, zafarbime namodro ¢isla 1, 2 a nacerveno cisla 3, 4.

Do vreca je nahddzanych 5 parov c¢iernych, 6 parov modrych a 7 parov sivych papuc, pritom pary papuc
rovnakej farby su nerozlisitelné. Kol'ko papuc¢ musime vytiahnut, aby sme urcite medzi nimi mali

a) dve papuce rovnakej farby,

b) dve papuce rovnakej farby, ktoré tvoria par?

RieSenie:

a) 4, pretoze papuce su troch farieb.

b) 19. Vo vreci je celkovo 5 + 6 + 7 ciZe 18 parov papuc. Ak vytiahneme 18 paptc a ak eSte nebude medzi
nimi par tej istej farby, bude to znamenat, Ze sme z kazdej farby vytiahli bud’ iba lavé, alebo iba pravé
papuce, a teda bud’ vSetky lavé, alebo vSetky pravé papuce z kazdej farby. Preto po vytiahnuti 19. papuce
sa zarucene jeden par tej istej farby skompletizuje.

Na Ostrove Logiky patri kazdy jeho obyvatel bud’ medzi poctivcov, ktori hovoria vzdy pravdu, alebo medzi
klamarov, ktori vzdy klamu. Pri stole sa stretnu traja obyvatelia tohto ostrova - Oliver, Pavol a Romana. Oliver
povie: ,Medzi nami nie je ani jeden poctivec.. Pavol doda: ,Medzi nami je prave jeden poctivec. Je Romana
poctivec, alebo klamar?

RieSenie:
Klamar. Zvazte najskor, do ktorej skupiny patri Oliver, a potom, do ktorej Pavol.

Na Ostrov Logiky z tlohy D2 zavita turista, ktory si najme miestneho sprievodcu. Pri ceste uvidia v dial-
ke dalSieho domorodca. Turista za nim vySle svojho sprievodcu, aby sa ho spytal, ¢i je poctivcom, alebo
klamarom. ,Tvrdi, Ze je poctivec.’, prinesie spravu sprievodca. Je sprievodca poctivec, alebo klamar?

RieSenie:
Poctivec. Zvazte, Ze kazdy obyvatel ostrova o sebe tvrdi, Ze je poctivec.

N1

N2

D1

Pre prirodzené ¢isla a, b, ¢, d plati ab + bc + cd + da = 77. Urcte vSetky mozné hodnoty ich suctu.
RieSenie:
Jedind hodnota 18.Plati 77 = ab+bc+cd+da = (a+c)(b+d) apritom 77 = 7-11. Oba ¢initelea+cab+d

st vacsie ako 1, takZe st v nejakom porad{ rovné prvocislam 7 a 11. Tak ¢i onak plati (a + ¢) + (b +d) = 18.
Zostava uviest nejakd vyhovujicu Stvoricu. Je iou napriklad (1, 1, 6, 10).

Predpokladajme, Ze navzajom rozne reélne ¢isla a, b, ¢, d spitiajii nerovnosti
ab+cd > bc+ad > ac + bd.

Ak a je z tychto Styroch ¢isel najvacsie, ktoré z nich je najmensie?
RieSenie:
Cislo c. Prvii zadant nerovnost upravte na tvar (a — c)(b — d) > 0, druhti na tvar (b — a)(c —d) > 0. Akjea

z danych Styroch cisel najvacsie, platia—c > 0 ab—a < 0, takZe z odvodenych nerovnosti vyplyvab—d > 0
ac—d<0,c¢izeb>dac<d,celkovoa>b>d>c.

N3ajdite vSetky Stvorice (a, b, ¢, d) celych ¢isel so stictom 71 také, Ze a > b > ¢ > d a plati

(a=b)(c—d)+ (a—d)(b—c)=26.
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RieSenie:
Lavd stranu upravte na sic¢in dvoch mnohoclenov.
Kompletné rieSenie: 71-C-S-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3929#page=2).

Urcite vSetky mozné hodnoty suctua + b + ¢ + d, kde a, b, ¢, d st kladné celé ¢isla spiﬁajﬁce rovnost’
(a® = b?)(c? — d?) + (b? — d?)(c?® — a?) = 2021.

Riesenie:

Lavu stranu upravte na sucin Styroch mnohoclenov.

Kompletné rieSenie: 71-C-1-6 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3925#page=16).

Na kaZdej stene kocky je napisané kladné celé ¢islo. Ku kazdému vrcholu je pripisany sucin troch ¢isel na

prilahlych stenach. Sticet 6smich c¢isel pri vrcholoch je 1001. Urcte vSetky mozné hodnoty suctu Cisel na
stenach.

Riesenie:

31. Ak st a a b Cisla na prednej a zadnej stene, ¢ a d Cisla na hornej a dolnej stene a e a f cisla na lavej
a pravej stene, tak roznasobenim sucinu (a + b)(c + d)(e + f) dostaneme osem sc¢itancov, ktorymi st prave
Cisla pripisané vrcholom kocky (v kaZzdom vrchole sa stretaju tri steny, po jednej z popisanych troch dvojic

stien). Podla zadania je tak sucin troch ¢isel a + b, ¢ + d a e + f vacSich ako 1 rovny 1001, o je sucin troch
prvocisel 7,11a13.Platiteda{a+b,c+d,e+f} = {7,11,13},takzea+b+c+d+e+f =7+11+13 = 31.

Urcte pocet vSetkych trojic kladnych celych ¢isel a, b, c, pre ktoré plati a + ab + abc + ac + ¢ = 2017.
Riesenie:

K obom strandm rovnice pricitajte ¢islo 1, aby ste potom lavd stranu mohli rozlozit na sicin dvoch mno-
hoclenov.

Kompletné rieSenie: 67-B-1-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=2578#page=4).

N1

N2

N3

D1

Uvazujme prirodzené ¢isla od 1 do 10 (vratane). Najviac kol'ko z nich m6zZeme medzi sebou vynasobit, aby
druha odmocnina z ich sicinu bola rovna prirodzenému ¢islu?

RieSenie:

9. Prvocislo 7 v sucine byt nemoZze, malo by medzi jeho prvocinitelmi jediny vyskyt. Sucin 9 ostatnych cisel

je28.3%.52 ¢oje (2*-3%2-5)2

Nechn je kladné prirodzené ¢islo. Uk4Zte, Ze ¢islo /7 je celé prave vtedy, ked' v rozklade ¢islan na prvocinitele

ma kazdé prvocislo parny pocet vyskytov.

RieSenie:

Nech k = sqrtn. Ak je kladné ¢islo k celé, z rovnosti k? = n vyplyva, Ze pocet vyskytov kazdého prvocisla

v rozklade ¢isla n je dvojndsobkom jeho vyskytov v rozklade ¢isla k, a teda je parne. Ak je, naopak, pocet

vyskytov kazdého prvocisla v rozklade ¢isla n parny, tak to celé Cislo, ktoré ma vo svojom rozklade polovicné

pocty tychto vyskytov, je zrejme /n.

a) Dokaite, Ze rovnost a? = 2b? neplati pre Ziadne kladné prirodzené ¢&isla a a b.

b) Dokazte, Ze ¢islo V2 jeiraciondlne, t. . Ze sa nerovna ziadnemu zlomku a/b, kde a a b st kladné prirodzené
Cisla.

c) Dokazte, ze Cisla V3 a V6 su iracionélne.

RieSenie:

a Vv rzozklade ¢isel a? a 2b% na prvocinitele ma prvocislo 2 parny, resp. neparny pocet vyskytov, takze a? #
2b-.

b) Zrovnosti V2 = a/b by vyplynula rovnost a? = 2b? z ¢asti a).

c) Keby sa zlomok a/b rovnal jednému z &isel V3 alebo V6, platilo by a? = 3b?, resp. a?> = 6b2. Polet
vyskytov prvodisla 3 v rozklade ¢&isla a? je parny, v rozklade oboch &isel 3b? aj 6b? je neparny, teda a? #
3b? aj a? # 6b2.

Dokaézte, Ze pre kazdé kladné prirodzené ¢islo n je ¢islo /n bud’ celé, alebo iracionalne.

RieSenie:

Sta¢i ukazat, Ze ak ¢islo /n nie je iracionalne, t. j. je rovné niektorému zlomku a/b, kde a a b st kladné

prirodzené ¢isla a a b, tak v/ je celé ¢islo. Naozaj, z rovnosti v = a/b upravenej na a> = nb? vyplyva,

Ze pocet vyskytov kazdého prvocisla v rozklade ¢isla n je parny, pretoze je rozdielom dvoch parnych poctov



D2

D3

jeho vyskytov v rozkladoch a? a b2. Podla N2 to znamena, Ze v/ je celé ¢islo.

Kladné prirodzené &islo n je také, Ze ¢islo 6n? + 5n + 1 je druhou mocninou prirodzeného &isla. Dokézte, Ze
aj obe ¢isla 2n + 1 a 3n + 1 st druhymi mocninami prirodzenych ¢isel.

RieSenie:

Nech2n+1 =a,3n+1 =ba6n?>+5n+1 = c? pricom a,b,c € N*. V§imnime si, Ze ¢islaa a b st
nesudelitelné (lebo je s nimi zrejme nesddelitelny ich rozdiel b — a ¢iZe n) a pritom plati ab = c¢?. Z toho
vyplyva, Ze kazdé prvocislo deliace a alebo b deli iba jedno z nich a méa v rozklade tohto ¢isla rovnaky pocet
vyskytov ako vrozklade ¢isla c?, ¢o je parne ¢islo. Obe &isla a a b tak st druhymi mocninami. (Priklad existuje:
Akn =40,tak2n+1=9%a3n+1=112)

Na tabuli je napisanych n réznych prirodzenych ¢isel od 1 do n. V jednom kroku zotrieme nejaké dve cisla
a namiesto nich napiSeme absolitnu hodnotu ich rozdielu. Pokrac¢ujeme tak dlho, kym na tabuli nezostane
jediné cislo. Pre ktoré Cisla n bude toto posledné Cislo neparne nezavisle od toho, v akom poradi budeme
Cisla zotierat?

RieSenie:

Pre tie prirodzené n, ktoré po deleni 4 davaji zvySok 1 alebo 2,teda 1, 2,5, 6,9, 10, atd. Sledujme, ako sa zmeni
aktualny pocet neparnych cisel napisanych na tabuli po naslednom kroku. Ak pri nom zotrieme dve neparne
Cisla, napiSeme namiesto nich ¢islo parne, teda pocet sa zmensi o 2. Ak zotrieme jedno ¢islo parne a druhé
neparne, napiSeme namiesto nich ¢islo neparne, a tak sa pocet nezmeni. K zmene tohto poc¢tu neddjde ani
vo zvy$Snom pripade, ked’ zotrieme dve parne ¢isla, lebo namiesto nich napiSeme ¢islo parne. Celkovo vidime,
Ze po ziadnom kroku nezmenime paritu tohto poctu. Posledné ¢islo teda vyjde neparne prave vtedy, ked’ je
na uvod na tabuli neparny pocet neparnych cisel (bez ohladu na postup zotierania). Pocet neparnych cisel
od 1 donje v pripade n = 4k rovny 2k, v pripadochn = 4k + 1 an = 4k + 2 je rovny 2k + 1, a v pripade
n = 4k + 3 jerovny 2k + 2.

N1

N2

D1

Vo $tvorci ABCD zvol'me vo vnutri strany AB l'ubovolne bod K a vo vnutri strany BC lubovolne bod L. Na
polpriamke CD zvolme bod M tak, aby |«KLM| = 90°. Dokazte, Ze trojuholniky BLK a CML st podobné.

RieSenie:

Ukazte, Ze oba trojuholniky maju zhodné uhly.

Na stranach AB, BC, CD, DA $tvorca ABCD postupne zvolime body K, L, M, N tak, Zze |AK| : |KB| = |BL| :

[LC| = |CM|: |MD| =|DN|:|NA|=2:1.

a) Dokazte, Ze KLMN je Stvorec.

b) Urcte pomer obsahov stvorcov KLMN a ABCD.

RieSenie:

a) Podla zadania maju pravouhlé trojuholniky AKN, BLK, CMN a DNM Zhodn(:e dvojice odvesien, takze su
zhodné podla vety sus. Maju teda zhodné aj prepony a dvojice ostrych uhlov. Stvoruholnik KLM N tak ma

vSetky strany zhodné a vSetky uhly pravé - napriklad rovnost |[€KLM| = 90° vyplyva z toho, Ze ostré
uhly BLK a MLC sa dopliiaji do 90°.

b) 5 : 9. Nech |AB| = 3. Potom S(ABCD) = 9 a zhodné pravouhlé trojuholniky AKN, BLK, CMN a DNM
majti odvesny diZzok 1 a 2. Obsah kazdého z nich je 1, teda S(KLMN) =9 —4 -1 = 5.

Dve tetrisové kocky zostavené zo Stvorcov o rozmeroch 1 X 1 sa dotykaju v bodoch 4, B, C ako na obrazku.
Vypocitajte |AB].

Riesenie:

|AB| = 5/4.Na obrazku vidime dva pravouhlé trojuholniky s preponami AB a BC, ktoré majui jednu odvesnu
diZky 1 a zhodné k nej prilahlé uhly. Tieto dva trojuholniky su teda podla vety usu zhodné. Ozna¢me x dizku
ich druhej odvesny. Potom |AB| = |BC| = 2 — x a Pytagorova veta d4va rovnicu 12 + x? = (2 — x)?, odkial
x = 3/4,apreto |AB| =2 —x = 5/4.



D2

D3

Ozna¢me E stred zdkladne AB lichobeZznika ABCD, pricom |AB| : |CD| = 3 : 1. Uhlopriecka AC pretina
usecky ED, BD postupne v bodoch F, G. Uréte postupny pomer |AF| : |FG| : |GC].

Riesenie:

12 : 3 : 5. Hladajte podobné trojuholniky. Zdévodnite, Ze trojuholniky ABG a CDG su pri tomto poradi
vrcholov podobné a trojuholniky AEF a CDF s[ pri tomto poradi vrcholov tieZ podobné. Z prvej podobnosti
vyplyva |AG| : |CG| = 3 : 1,z druhej |AF| : |[FC| =3 : 2.

Kompletné rieSenie: 64-C-1-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=1338#page=4).

Na obrazku st vyznacené uhly medzi uhloprieckou a stranou v troch pravouholnikoch3 x 1,2 x 1a 1 x 1.

/

Dokazte, Ze sucet tychto troch uhlov je 90°.

RieSenie:

Trikovo zobrazime vykreslent uhloprie¢ku obdiznika 3 x 1 podla osi danej jeho ,dolnou” stranou dizky
3. Zdovodnite, Ze tato nova usecka je preponou pravouhlého rovnoramenného trojuholnika, ktorého jedna

z odvesien je vykreslena uhloprie¢ka obdiznika 2 x 1. Zistime tak, Ze sti¢et dvoch z troch zadanych uhlov je
45°.



