MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

Riesenia uloh domaceho kola kategodrie A

1 Na party sa zislo 20 osdb, z toho 10 chlapcov a 10 dievcat. Kazdému sa paci prave k osob opacného pohlavia. Je
vZdy mozné vytvorit par, v ktorom sa obom paci ten druhy? RieSte v pripade

a) k=25;

b) k= 6.

(Josef Tkadlec)

RieSenie 1:

a) Ukazeme, Ze hladany par nemusi existovat. Predpokladajme, Ze chlapcov mozno rozdelit na dve patclenné
skupiny A a B a dievcata na dve patClenné skupiny C a D tak, Ze plati: VSetkym chlapcom z A sa pacia prave
dievc¢ata z C, vSetkym chlapcom z B prave dievcata z D, vSetkym dievCatam z C sa pacia prave chlapci z B
a vSetkym dievCatam z D prave chlapci z A. Vtedy sa naozaj kazdému paci prave 5 os6b opacného pohlavia,
avSak neexistuje jediny par so vzajomnymi sympatiami.

b) Pocet dvojic, v ktorych sa chlapcovi paci dievca, je 60. Rovnako je 60 pocet dvojic, v ktorych sa dievcatu paci
chlapec. Tieto dve skupiny dvojic nem6zZu mat prazdny prienik, pretoZe 60 + 60 = 120 a vSetkych dvojic
opacného pohlaviajeiba 10-10 ¢iZe 100. Nutne tak existuje par (dokonca je ich aspon 20), v ktorom sa obom
paci ten druhy.

RieSenie 2:

b) Akrozda kazdy z 10 chlapcov po jednej ruzi tym dievéatam, ktoré sa mu pacia, vSetkych 10 dievcat dostane
spolu 60 ruzi. Jedno dievca tak dostane priemerne 60 : 10 CiZe 6 ruzi, niektora z nich preto dostane aspoi 6
ruzi. KedZe sa jej paci 6 z 10 chlapcov, musi aspon 2 ruZe dostat od chlapcov, ktori sa jej pacia.

2 Zcifier 1 az 9 vytvorime 9-ciferné ¢islo s navzajom roznymi ciframi. Potom vypocitame sucty vSetkych trojic po
sebe idtcich cifier a zapiSeme tychto 7 stictov vzostupne. Rozhodnite, ¢i mozno takto ziskat postupnost
a) 11,15,16,18,19, 21, 22;
b) 11, 15,16,18,19, 21, 23.
(Patrik Bak)
RieSenie 1:
a) Vyhovuje napriklad ¢islo 137 658 942. Stcty trojic jeho susednych cifier totiz zl'ava dopravasu 11, 16, 18, 19,
22,21,15.
b) Ukazeme, Ze pre kazdé devatciferné cislo a;a, ... agaq zostavené z cifier 1 az 9 plati, ze sucet siedmich cisel
urcenych zadanim tlohy je najviac 122. KedZe pre ¢isla zo zadaniab) plati 11+154+16+18+19+21+23 =
123, ukaZeme tym, Ze poZadované devitciferné ¢islo neexistuje.

Uvazovany sucet S siedmich ¢isel je mozné zapisat a nasledne odhadnut nasledovne:
S=(a1+a2+a3)+(a2+a3+a4)+-~+(a6+a7+a8)+(a7+a8+a9)

=aq + 2a, + 3az + 3a4 + 3as + 3ae + 3a; + 2ag + aq
=3((11+a2+"'+a8+a9)_(a1+a2+a8+a9)_(a1+a9)
<3(1+2++8+9) —(1+2+3+4)—(1+2)=3-45-10—3 = 122.

Poznamka:

Hoci je vysSie uvedené rieSenie Gplné, ukdzeme teraz, ako je mozné najst priklad vyhovujuceho cisla z rieSenia
Casti a). Najdeme ich dokonca vSetky, a to na zadklade pozorovania, ktoré nas doviedlo aj k rieSeniu ¢asti b).
Prvym dobrym krokom je povSimnut si, Ze obe sedmice ¢isel zo zadania ilohy obsahuju ,pomerne velké“ ¢isla
na to, aby vznikli zo vSetkych zastupenych cifier 1 az 9. To nds mo6Ze motivovat na posudenie celkového su-
¢tu S vSetkych siedmich zadanych c¢isel. Ako mdzZe byt tento sucet vel'ky? Odpoved’ na tito otazku urcite stuvisi
s tym, kol'kokrat je ktora cifra v sicte S zastipend. Preto uZ je vcelku lahké prist na horny odhad S ¢islom 122
spésobom, akym sme to vyssie urobili.



Dodajme teraz, co sme v rieSeni ¢asti b) nepotrebovali. Z nasho odvodenia vyplyva, Ze rovnost S = 122 nastane
prave vtedy, ked {aq, a,,ag, aq} = {1,2,3,4}aay,a¢} = {1, 2}, ¢ize {a4, a9} = {1, 2} a {a,, ag} = {3,4}.
Skamajme najskor ¢isla 13a; ... a;42. Aby 1+3+a3 bol jeden z predpisanych suctov, musi byt a; = 7. Podobnou
uvahou o sucte a; + 4 + 2 potom nutne a;, = 9. Mame teda Cisla 137a,a5a4942. Zostava tak posudit’ Sest
sposobov, ako trojici a,, as a ag priradit zvysné cifry 5, 6 a 8. Jednotlivé spdsoby uz je lahké otestovat, je pritom
mozné niektoré z nich vopred vylacit (napriklad vyuzit to, Ze a, # 5). Bez tychto podrobnosti uvedme, Ze
vo vysledku dostaneme prave dve vyhovujuice ¢isla 137 658 942 a 137 685 942.

Skiimanie Cisel 14a; ...a;32 je kratSie: Tentoraz zistime, Ze obe cifry a; a a; by museli byt 6, teda Ziadne ¢islo
tohto typu nevyhovuje.

Posudzovanie zvys$nych ¢isel 23a; ... a;41 a 24a; ... a;31 uZnie je potrebné. Staci ich previest na predchadzajice
dva typy, a to vdaka vSeobecnému postrehu, Ze ¢islo a; a, ... agaq vyhovuje zadaniu prave vtedy, ked mu vyhovuje
szrkadlovo prevratené” ¢islo agag ...a,a;.

Cisla, ktoré vyhovuju zadaniu a), su teda prave Styri, a to 137 658942, 137 685942 a ich ,zrkadlové obrazy”
249856731 a 249586 731.

Nech T je tazisko trojuholnika ABC. Nech K je bod polroviny BTC taky, ze BTK je pravouhly rovnoramenny
trojuholnik so zdkladiiou BT. Nech L je bod polroviny CT A taky, Ze CTL je pravouhly rovnoramenny trojuholnik
so zakladiiou CT. Ozna¢me D stred strany BC a E stred usecky KL. Uréte vSetky moZné hodnoty pomeru |AT| :
|[DE].

(Michal Rolinek)
RieSenie 1:

DokaZeme, ze pomer |AT| : |DE| ma jedini moZnid hodnotu, a to 2v/2.
A

Najprv odvodime, Ze |TD| / |DE| = V2. (Je moZné dokonca ukézat, Ze TDE je rovnoramenny trojuholnik s pra-
vym uhlom pri vrchole E, ale to k rieSeniu tlohy potrebovat nebudeme.) Zameriame sa pri tom na trojuholniky
BTC a KTL, ktoré su vyfarbené na obrazku. Orientované uhly BTK a CTL st zhodné, lebo oba maju vel'kosti 45°
arovnaku orientaciu ako uhol BT C, teda v otoceni so stredom T o 45° bude obrazom uhla BT C prave uhol KTL.
Preto su tieto uhly zhodné.

Navys$e vdaka podobnosti trojuholnikov BKT a CLT plati |[BT| /|TC| = |KT| / |TL|. Preto st podla vety sus naSe
trojuholniky BTC a KTL podobné, a to v pomere |BT| : |KT| s hodnotou v2 (vdaka pravouhlému rovnoramen-
nému trojuholniku BKT). Pre dizky prislu$nych taznic TD a TE vyznacenych trojuholnikov teda naozaj plati
|TD|/|TE| = V2.

Odvodeny vysledok zostava spojit' s poznatkom, Ze pre tazisko T trojuholnika ABC plati |AT| = 2 |TD|. Dosta-

neme tak \AT] 217D
— = —— = 2V2.
|DE| |DE] V2

RieSenie 2:

UvaZujme $piralovii podobnost’ so stredom T, koeficientom v/2/2 a orientovanym uhlom BTK, ktory je zhodny
s orientovanym uhlom CTL tej istej vel'’kosti 45°.



V tomto zobrazeni prejde bod B do bodu K a C do bodu L. Z toho vyplyva, Ze obrazom usecky BC je tisecka KL.
Znamena to, Ze aj stred D usecky BC prejde do stredu E Gse¢ky KL.ZB - K,C = La D - E, ako je zname, vyply-
va, Ze trojuholnik TDE je podobny obom trojuholnikom TBK a TCL. (Toto tvrdenie, ktoré nie je nutné v iplnom
rie$eni zdovodiiovat, vyplyva z toho, Ze pri $pirdlovej podobnosti so stredom T st v$etky trojuholniky TXX’, kde
X' je obraz X, navzajom podobné vdaka vete sus.) Preto aj TDE je pravouhly rovnoramenny trojuholnik, ktory
pritom ma pravy uhol pri vrchole E. Z toho |TD| / |TE| = V2.

KedZe T je tazisko trojuholnika ABC, plati |AT| = 2 |TD|, a teda

|AT|  2|TD|
=2 =2
|IDE|  |DE]| vz

O neparnom prvocisle p povieme, Ze je Specidlne, ak stucet vSetkych prvocisel menSich ako p je ndsobkom p.
Existuju dve po sebe idudce prvocisla, ktoré su Specialne?

(Jaroslav Zhouf)
RieSenie 1:
Dokazeme sporom, Ze takéto dve prvocisla neexistuju.

Oznacme n. prvocislo p,. Nech pre niektoré n, kde n > 2, st obe prvocisla p,, a p,41 Specidlne. Potom existuju
prirodzené cisla a a b také, Ze platia rovnosti

P1tpz+ -+ Pro1 =apn

p1+ D2+ + D1+ Pn = bPpys-

Po dosadeni stictu z prvého vztahu do druhého dostaneme ap,, + p,, = bp,41, ¢iZe (a + 1)p,, = bpy4+1- Prvocislo
pn tak deli Cislo bp,, 1 a je pritom nesudelitelné s prvocislom p,, .1, takze deli ¢islo b. Existuje teda kladné celé
Cislo c také, ze b = cp,,. Preto plati

Pn+1Pn = (M + 1)pp > 0o + 01+ - + Ppnoq + P = bDnt1 = CPPr+1s

z ¢oho 1 > ¢, €o je vSak spor.
Poznamka:

Dokazali sme vlastne vSeobecnejSie tvrdenie: V Ziadnej rasticej postupnosti navzajom nesudelitelnych priro-
dzenych Cisel sa nenajdu dva susedné ¢leny, z ktorych kazdy je delitelom stuctu vSetkych jemu predchadzajucich
¢lenow.

Poznamka:
Specialne prvoéisla naozaj existuju. Vietky doposial' zname su:
o 5,
e 71,
* 369119,
e 415074 643,
* 55691042 365834 801.

Pripadny dalsi vyvoj je moZné sledovat na https://oeis.org/A007506.




5 Rozhodnite, ¢i existuje neprazdna podmnozina policok tabul'ky 7 X 7 taka, Ze pre kazdé z tetramin

mozno tuto podmnozZinu vyplnit bez prekryvania vylucne jeho képiami. Jednotlivé kdpie moZeme lubovolne
otacat’ a preklapat.

(Michal Rolinek)
RieSenie:
Taka podmnozina policok existuje, ndjdeme totiZ jej konkrétny priklad.

Konstrukciu prikladu a overenie jeho spravnosti si zjednodusime, ked od piatich vypliovani tetraminami pre-
jdeme k dvom vypliovaniam oktaminami, ktoré vidite na obrazku - prvé oktamino v troch képiach, druhé ok-
tamino v dvoch koépiach.

Takyto prechod je mozny, pretoze kazdé z piatich oktamin je vyplnené dvoma kdpiami iného z piatich tetramin
zo zadania. (Zd6raznime, Ze nie je vopred jasné, ¢i takéto zjednodusenie ulohy dopadne ,dobre”. Chyba nam
dokaz tvrdenia, Ze z existencie piatich vyplneni tetraminami vyplyva existencia dvoch vyplneni oktaminami.)

Neprazdnu podmnozinu policok, ktort je mozné vyplnit kdpiami kazdého z dvoch navrhnutych oktamin, mozno
najst lahsie. Jej priklad aj s oboma vyplneniami je na obrazku.

Zhrnutim tak dostavame takéto rieSenie:




6 Preredlne ¢isla a, b, ¢, d z uzavretého intervalu [1, 2] plati (a + ¢)(b + d) = 8. DokéZte, Ze

1 1 1 1
>1
i1 Rt 1 Erd—1 1"

a urcte, kedy nastane rovnost.
(Zdenék Pezlar)
RieSenie 1:
Vo véetkych ¢astiach textu budeme predpokladat, Ze ¢isla a, b, ¢, d splhaji podmienky uvedené v zadani.
V prvej Casti rieSenia dokazeme, Ze zadana nerovnost plati.

Najprv si vSimneme, Ze menovatele zastipenych zlomkov st kladné ¢isla, pretoZe ¢islaa, b, ¢, d st aspoii 1. KedZe
navyse lezia v intervale dizky 1, plati (a — b)? < 1, ¢ize a? + b2 — 1 < 2ab.Z nerovnosti 0 < a? + b?> — 1 < 2ab
vyplyva, Ze pre prvy zlomok zo zadania plati

1 - 1
a?+b?—1" 2ab’
AK spocitame tito nerovnost s jej obdobami pre dalSie tri zadané zlomky, dostaneme

1 1 1 1 1 1 1 1

+ + + > —t—+—+—.
a?+b2—1 b2+c2—-1 c¢24+d?2—-1 d?2+4+a2—1 " 2ab 2bc 2cd 2da

Nerovnost zo zadania tak bude dokazana, ak overime jednoduchsiu nerovnost

1 N 1 N 1 N 1 S5
ab  bc c¢d da
VyuZijeme na to znamu nerovnost pre sticin dvoch stictov, konkrétne sicet niekol’kych kladnych ¢isel a sicet ich
prevratenych hodnét. V naSom pripade ma tato nerovnost tvar

b+bc+cd+d 1+1+1+1>42
(ab+be+c a)abbccdda_'

Z nej uz vyplyva pozadovana nerovnost:

1 1 1 1 42 16 16

— =t —+— —=2

ab bc+ca+da_ab+bc+cd+da:(a+c)(b+d): 8

V druhej casti riesenia urc¢ime, kedy v dokazanej nerovnosti nastane rovnost. Vtedy je nutné, aby platila rovnost
(a — b)? < 1 ajej zvy$né tri obdoby. Hladané $tvorice (a, b, ¢, d) tak nutne spliaju rovnosti

la—bl=|b—c|l=|c—d|=]|d—-a| =1.

Ak plati a > b, lahko uz taku Stvoricu Cisel z intervalu [1, 2] jednoznacne urc¢ime ako (2,1,2,1). V opacnom
pripade b > a obdobne dospejeme k jedinej Stvorici (1, 2, 1, 2). Dosadenim kazdej z dvoch urcenych $tvoric do
povodnej nerovnosti zistime, Ze rovnost’ naozaj spiiiaju, pretoZe kazdy zo $tyroch zlomkov na lavej strane je po
dosadeni rovny 1/4.

Rovnost nastane iba pre Stvorice (2,1,2,1) a (1,2,1, 2).



Poznamka:

Vysvetlime trochu umely obrat z ivodu podaného rieSenia. Dokazovant nerovnost moZzno len tazko nejako
vyhodne algebraicky upravit. Preto sme sa rozhodli odhadnut zdola jednotlivé zlomky, ktoré sa s¢itaju na lavej
strane. Najjednoduchsie by bolo, keby platili Styri odhady typu

1

- >
a?+b2-1"

1
7
Potrebovali by sme tak nerovnost a?+b? < 5, ktorej platnost pre nase ¢isla a, b (zintervalu [1, 2]) vak zaru¢ena
nemame.

, . . 1 1 " - ‘s
Preto sme na uvod odvodili dolny odhad Zipr1 = 2ap S nekons$tantnou pravou stranou, zavislou od siucinu
Cisel a a b. To sa ukazalo vyhodné aj preto, Ze su¢in ab je jednym zo Styroch sc¢itancov, ktoré dostaneme rozna-
sobenim su¢inu (a+c)(b+d) so zadanou hodnotou 8. Vyhoda sa potom prejavila po vyuZiti uZitocnej nerovnosti

stcin dvoch stictov: Pre lubovolnu n-ticu kladnych redlnych ¢isel (a4, a5, ..., a,) plati

(a; +az + - +ay) ! + ! + o+ L) s
a a vee a . —_— —_— vee —_— _n’
1 2 n a, a, a,

pricom rovnost nastava prave v pripade a; = ‘- = a,. Dodajme, Ze tto nerovnost je mozné s uspechom
uplatnit tiez rovno na sucet na lavej strane p6vodnej nerovnosti (iné rieSenie nizsie).

Poznamenajme eSte, Ze v druhej Casti rieSenia sme sa zaoberali iba podmienkou rovnosti v

1 1 1 1 1 1 1 1

+ + + >—— ot —+—.
a?+b2—1 b2+c¢2—-1 ¢24+4d?2—-1 d?+4+a?2—1 " 2ab 2bc 2cd 2da

Ta je v skutocCnosti ekvivalentna s rovnostami
la=bl=|b—c|=|c—-d|=]|d—-a| =1.

Zaverecnu skusku dosadenim sme aj napriek tomu museli vykonat, lebo sme neposudili rovnost v druhej pouZitej
nerovnosti

b+bc+cd+d 1+1+1+1>42
@ cre a)abbccdda_'

Ta nastane prave vtedy, ked plati ab = bc = cd = da, ¢ize a = c a b = d. Tieto dve rovnosti vSak obe najdené
Stvorice spliiajy, teda nutnost skusky pri odvodeni podmienok a = c a b = d odpada.

RieSenie 2:

Oznacme L lavu stranu dokazovanej nerovnosti. Rovnako ako v prvom rieseni zdévodnime, Ze L je stictom pre-
vratenych hodnét $tyroch kladnych ¢&isel, ktorych sucet je pritom zrejme rovny 2(a? + b? + ¢2 + d? — 2). Podla
nerovnosti pre sti¢in dvoch stictov, o ktorej sme sa zmienili v prvom rieSeni a nasledujticej poznamke tak plati

2(@> +b%+c?+d?*—2)-L > 4% =16,

odkial’
8
> .
a?+b?+c?+d? -2
Pozadovana nerovnost L = 1 tak bude dokazan4, ak overime, Ze plati

a?+b*+c*+d*-2<8,

t.j. ekvivalentne
a?+b?+c?+d*—(a+co)(b+d)<2.

Jej lava strana je vSak zrejme rovna suctu
! b)? + ! b Z4 ! d)? + ! d 2
> (a—»b) > (b—-o0) > (c—=a) > (d —a)4,

ktory naozaj neprevysuje 2, pretoZe kazda zo Styroch zastipenych druhych mocnin neprevysuje 1, a to vdaka
tomu, Ze ¢isla a, b, ¢, d leZia v intervale dlzky 1).

Ak v dokazanej nerovnosti nastane rovnost, musi sa kazda z druhych mocnin zastipenych v poslednom vyraze
rovnat' 1, t. j. musia platit rovnosti

la—bl=|b—c|l=|lc—d|=]|d—-a| =1.



z prvého rieSenia. Preto rovnako ako tam urc¢ime dve Stvorice (2,1, 2,1) a (1, 2, 1, 2) a overime, Ze pre ne rovnost
naozaj nastava.

Poznamka:

Nazna¢me mald obmenu prave podaného riesenia, pri ktorej dokazovant nerovnost pre stucet Styroch zlomkov
dostaneme sc¢itanim dvoch odhadov

1 4 1 >1
a?+b2—-1 c¢2+d2-1 "2’
1 1 1

PErci-1 dta?-1-2
Tieto dva odhady dokaZeme sticasne. Ich Iavé strany, ktoré oznacime L, a L,, st totiZ sucty prevratenych hodnét
dvoch kladnych ¢&isel, pritom sticet tychto dvoch ¢&isel je v oboch pripadoch rovny a? + b? + ¢ + d? — 2. Podla
nerovnosti pre stcin dvoch stictov, tentoraz pouZitej pre pripad n = 2, teda plati

(a2 +b*+c2+d?—2)-L, =22 =4,

(a>+b*+c2+d?>—2)-L, =22 =4.
Oba odhady Lq,L, > % tak opat’ vyplyvajt z nerovnosti a? + b? + ¢ + d?> — 2 < 8, ktorou sme sa zaoberali
v predchadzajiicom rieSeni.
RieSenie 3:

KedZe a,b,c,d = 1, ¢islaa? + b? —1,b% +c? —1,c? + d? — 1, d? + a? — 1 st kladné. Podla nerovnosti medzi
ich aritmetickym a harmonickym priemerom preto plati

@+p>—-1D+B*+c? -1+ (c?+d> -1+ ([d*+a*—-1) 4

4 = 1 1 1 1

aZ+b2-1 bZ2+c2-1 c2+d?-1 d2+a?-1
t.j.
2a® +2b% +2c* +2d* -4 4
4 = 1 1 1 1 ’
a?+b?2-1  bZ+c?-1  c?2+4d?-1  d?+a?-1

ekvivalentne

1 1 1 1 8
+ + + > :
a?+b2—-1 b2+c?2-1 c?+d?-1 d?+a?—-1" a?+b*+c2+d?-2

Staci teda dokazat, Ze plati
8

>
a?+b%2+c?+d?-2 "
Nech ? je niektora z relacii < alebo =. Ekvivalentne upravujme:

1.

8 21
a?+b%2+ct+d?-2" "

8?a%+b%*+c?+d*-2,
10?2 a? + b% + c% + d2.
Podla predpokladu plati
8=(a+c)(b+d)=ab+ad+cb+cd=ab+da+bc+cd=ab+bc+cd+da.

Preto dalej ekvivalentne

10 — 87 (a? + b% + c? + d?) — (ab + bc + cd + da).

2?7a?+b%*+c?+d?*—ab—bc—cd—da,
47?2a® + 2b% + 2¢? + 2d? — 2ab — 2bc — 2cd — 2da,
47 (a? = 2ab + b?) + (b% — 2bc + ¢?) + (¢? — 2¢d + d?) + (d? — 2da + a?),
4?2(@a—-b)?+(b—-c)?+(c—d)?+(d—-a)

KedZe a, b € [1, 2], plati
1-2<a-b<2-1,



t.j. ekvivalentne
—-1<a-b<1,

la—b| <1,
(a—b)?2 <1,

pri¢om rovnost nastava prave v pripade |a — b| = 1, t.j. ked (a,b) € {(1,2),(2,1)}. Analogicky (b — ¢)? <
1 s rovnostou v pripade (b,c) € {(1,2),(2,1)}, (c — d)? < 1 s rovnostou v pripade (c,d) € {(1,2),(2,1)},
(d — a)? < 1 srovnostou v pripade (d, a) € {(1,2), (2, 1)}. Plati teda

4> @-b)?+ (b -0)?2+(c—d)?+(d—a)?

teda aj

8
>1,
a?+b%2+c?+d?-2 "
pricom rovnost nastava prave v pripade (a, b, c,d) € {(1,2,1, 2),(2,1, 2,1)}. Plati teda aj nerovnost zo zadania,
pricom v pripade (a, b, c,d) € {(1,2,1,2),(2,1,2,1)} plati

1 N 1 N 1 N 1
a?+b2—-1 b2+c?2-1 c?+d* -1 d*+a?-1

B 1 N 1 N 1 N 1

C12422-1  22+412—-1  12+422—-1 22+412-1

1 1 1 1 1 1 1 1

TTr4-1 rri-i 1341 rri—1 atatztzTh

takZe aj tu nastava rovnost.




