MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

RieSenia uloh Skolského kola kategorie A

1 Zcifier 1 az 9 vytvorime devatciferné ¢islo s navzajom réznymi ciframi. Potom vypocitame stucet kazdej trojice
susednych cifier a tychto sedem suctov zapiSeme vzostupne. Rozhodnite, ¢i takto mézeme ziskat' postupnost

a) (9,11,12,13,20,20, 20),
b) (9,11,12,13,20,21,21).

(Martin Melicher)
RieSenie 1:
a) Dokazeme sporom, Ze nemozno ziskat ziadnu postupnost, ktora obsahuje trikrat ¢islo 20, teda ani td zo zada-
nia ulohy.
Pripustme naopak, Ze k niektorému ¢islu a; a, ... ag s navzajom réznymi ciframi existuju tri indexy i, j, k také,
Zel<i<j<k<7a

a; + Qi1+ Aipp = @+ Ajpg + Ay = A + Qg + Ay = 20,

KedZe sucet Siestich réznych cifier je najviac 94+ 847+ 6 + 5 + 4 ¢iZe 39 ¢o je menej neZ 2 - 20, krajné trojice
s¢itancov (a;, @41, @i+2) @ (Ag, A 41, Ak +2) Samusia ,prekryvat® Plati teda k < i+ 2, ovzhladomnai < j <
k znamend, Zek =i+ 2,atedaj =i+ 1. Prvarovnost tak prejde na a; + a; 11 + Qi1 = Qj41 + Qjy0 + Qi3
odkial' a; = a;,3, €o je spor.

b) Vyhovuje napriklad ¢islo 849 751 623. Sucty trojic jeho susednych cifier su totiZ (zlava doprava) 21, 20, 21,
13,12,9,11.

Poznamka:

Hoci je podané riesenie uplné, vysvetlime, ako priklad vyhovujuceho ¢isla pre ¢ast b) najst. Zistime dokonca, Ze
okrem uvedeného ¢isla 849 751 623 vyhovuje uz len jeho ,zrkadlova“ képia 326 157 948.

Ztivah podobnych tym z Casti a) nasho rieSenia vyplyva, Ze potrebné sucty rovné cislu 21 nemo6zu davat ani dve
disjunktné trojice cifier, ani dve trojice s dvoma spolo¢nymi ciframi - tym hovorme dalej susednd trojica. Dve
trojice so suctom 21 teda majd jednu spoloc¢nd cifru, takze obe susedia s rovnakou trojicou s mensim stctom.

Pre kazdé dve susedné trojice cifier plati, Ze ich stcty sa liSia o rozdiel tych dvoch cifier, ktoré lezia iba v jednej
z oboch trojic. KedZe takyto rozdiel je najviac rovny 9 — 1 ¢iZe 8 a sucty rozne od 21 su podla zadania 9, 11, 12,
13 a 20, trojica so suc¢tom 21 moze susedit jedine s trojicami so si¢tom 13 alebo 20. To moZe nastat iba vtedy,
ak je jedna z oboch trojic so suctom 21 ,na kraji* t. j. susedi iba s jednou trojicou.

Rozoberme podrobne situdaciu, ked’ jedna z trojic so sictom 21 je prvd zlava. Podla nasich ivah vtedy pre hladané
¢islo a;a, ... ag nastane jeden z pripadov:

e Jay+ay,+az3=21,a,+a3+a,=13,a3 + a4 +as =21,a, + as + ag = 20,
e (ia; +a,+az =21,a;, +az;+ay, =20,a3 + a4 +as =21,a, +as +ag =13.

Prvy pripad lahko vylucime, pretoze vtedy a; — a, = 8, odkial' a, = 1, a preto z rovnosti az + a4, + ag = 21
vyplyva a; + a5 = 20, ¢o je zrejmy spor.
V druhom pripade mame a; — ag = 8, Cize a3 = 9 a ag = 1, takze zadané rovnosti méZeme po dosadeni
zjednodusit na

a,+a; =a,+as =12

a, +ay, = 11.

KedZe cifra 9 uz tu nevystupuje, z dvoch suctov rovnych 12 vyplyva, Ze {a,,a,} a {a4, as} su v niektorom po-
radi mnoziny {4, 8} a {5, 7}. Rovnost a, + a, = 11 potom vedie k zaveru, Ze {a,,a,} = {4,7}. Prvych 6 cifier
hladaného devitciferného cisla je tak bud’ 849 751, alebo 579 481. Teraz uZ k tymto dvom zaciatkom za¢neme
skusat’ dopliiat sprava vo vhodnom poradi cifry 2, 3, 6 tak, aby sme dostali nové trojice susednych cifier s dote-
raz chybajuicimi sictami 9, 11 a 12. Najdeme tak jediné vyhovujuce Cislo 849 751 623 (neukoncené dopliiovania
vedu k 849751 37?,579481 26?a 579 481 37?).

(Namiesto takého skuSania je moZné postupovat takto: KedZe stcet siedmich ¢isel zo zadania b) je rovny 107,
pre kazdé vyhovujuce €islo a a; ...ag musi platit 2(a, + ag) + (az +ag) =3-(1+2+..4+9) — 107 = 28. Pre



a; = 8aa, = 4 odtial dostavame 2aq + ag = 8, ¢o vzhladom na {a,, ag, ag} = {2, 3, 6} uzZ zrejme znamena, Ze
nutne plati a;agaq = 623.V pripade a; = 5aa, = 7 vychadza 2aq + ag = 11, ¢o vSak s ciframi ag, aq € {2, 3, 6}
nie je mozné splnit.)

Druht situaciu, ked' trojica so sictom 21 je prvd sprava, nie je nutné rozoberat. Od takého vyhovujtceho Cis-
la a;a, ...aq totiz mozeme prejst k vyhovujucemu cislu aqag ... a;, ktoré je podla predchadzajiceho rozboru
849 751 623. Druhej situacii tak zodpoveda jediné vyhovujtce ¢islo 326 157 948.

RieSenie 2:

a) Pripustme, Ze sucty a; + a; 1 + a;42, ktoré oznacime S;, pricom 1 < i < 7, maju pre niektoré vytvorené ¢islo
a,a, ... aq vzostupne usporiadané hodnoty 9, 11, 12, 13, 20, 20, 20. Z rovnosti

anerovnosti 11 + 12 4+ 13 < 45 < 20 + 20 + 9 vyplyva, Ze prave jeden z troch stuctov Sy, S,, S; je rovny 20,
teda zvySné dva sucty su zrejme 12 a 13. Plati tak

{51,584, 5,3 ={12,13,20}.

Podla toho rozliSime dalej tri pripady, pri ktorych vyuzijeme to, Ze vdaka rovnosti S; — S;11 = a; — Qj44
aroznosti cifier a4, ..., aq plati
0<|S; =Sl <9,

kdel <i<e6.
e Vpripade S; = 20 plati 0 < |S, — 20| < 9, ¢o je v spore s tym, S, je jedno z ¢isel 9, 11, 20.
e Vpripade S, = 20 dostaneme spor ako v prvom pripade, kde S, zamenime za S;.
e Vypripade S; = 20 staci podobne zamenit S, za S.
b) Ako vrieSeni 1.

Poznamka:

K prave dokon¢enému dékazu sporom dodajme nasledujuce. PretoZe tri zo stii¢tov S; majd rovnaki hodnotu 20,
mozno potrebny spor ziskat' z nerovnosti 0 < |S; — S;;1| < 9 aj bez pouZitia vysledku {S;, S4, S;} = {12,13, 20}.
Naozaj, vdaka tymto nerovnostiam moézu tri ¢isla 20 susedit v sedmici (S;, S, S3, 54, S5, S, S7) iba s Cislami 12
a 13. Je vSak zrejmé, Ze kazda trojica po dvoch nesusednych ¢lenov ma td vlastnost, Ze jej ¢leny susedia dokopy
s aspoll troma dal$imi ¢lenmi. (Ak je totiZ v kazdej z oboch ,medzier medzi clenmi danej trojice iba po jednom
Clene, leZi aspori jeden dalsi ¢len pred prvym alebo za poslednym ¢lenom tejto trojice.)

Poznamka:

Ukazme, Ze aj ivahy z druhého dokazu sporom je mozné vyuzit pri hladani vSetkych Cisel a;a, ... aq, kKtoré vy-
hovuju Casti b) zadania. Opat pre kazdé i z {1, ..., 7} nech S; = a; + a;41 + a;4,. Nerovnosti 0 < |S; — ;1] <9
pritom budeme vyuzivat bez odkazov.

Podla zadanych hodnét 9, 11, 12, 13, 20, 21, 21 suctov S; tentoraz zistime, ze {S;,S,,S,} je jedna z mnozin
{12,13,20} alebo {11, 13,21}. Stvorica zvySnych stuctov (S,, S, S5, S¢) je tak (aZ na poradie) jedna zo Stvoric
(9,11, 21,21) alebo (9,12, 20, 21). KedZe navyse plati

|(52 + 55) — (S3 +S6)| = lay —ag| <9,

kazda z dvojic (S, S5) a (53, Sg) zrejme obsahuje Cislo 20 alebo 21, pritom iba jedna z nich aj ¢islo 9. Bez ujmy na
vSeobecnosti predpokladajme, Ze touto dvojicou s ¢islom 9 je (S,, Sg) (inak cifry vychodiskového ¢isla zapiseme
v opa¢nom poradi). Dalej rozli$§ime dva pripady.
e Pripad S, =9.
Vtedy, ako vieme, plati S5 > 20, a kedZe S3; < S, + 9 < 20, taktieZ S¢ = 20. Vzhladom na S5 # S tak mame
{Ss,S¢} = {20, 21}, apreto {S;, S4, 57} = {11, 13,21}, teda S5 je ,zvy$Sna“ hodnota 12. Terazz S, = 9aS; = 12
vyplyva, Ze 21 sa nerovna ani S; ani Sy, a preto 21 = S, odkial' S¢ = 20 a S5 = 21. Podla poslednej rovnosti
plati S, > 12,apretoS, =13aS; = 11.
Zistili sme, Ze plati
(84, -+, S7) = (11,9,12,13, 21, 20, 21).

Odtial' vychddzaa; —a, = S5 — S, = 8,takzeay = 1aa;, = 9,tedaz S, = 9 vyplyva a, + a; = 8, a preto
v dosledku S; = 11 plati a; = 3. Umiestnenie cifier 1, 3 a 9 tak pozname, zvy$né cifry 2, 4, 5, 6, 7, 8 st
v niektorom poradi rieSenim ststavy rovnic



a2+a3=8,

az; +as =11,
as +ag =12,
ag +ag =11,
ag +aq = 12.

Vidime, Ze cifra 2 je a,, odkial postupne az; = 6, a5 = 5,a¢ = 7, ag = 4 a a9 = 8. Dostali sme vyhovujtice
Cislo 326 157 948. Druhé vyhovujuce ¢islo s opacnym poradim cifier je 849 751 623.
e Pripad S5 = 9.
Vtedy, ako vieme, plati S, > 20, a kedZe S¢ < S5 + 9 < 20, taktieZ S5 = 20. Vzhladom na S, # S; tak mame
{S,,S3} = {20,21}, a preto opat {S1,54,5,} = {11,13,21}, teda S¢ je ,zvySna“ hodnota 12. Teraz z S5 = 9
aSe = 12 vyplyva, Ze 21 sanerovna ani S, ani S;, a preto 21 = §;, odkial' S, = 20 a S3 = 21. Podla poslednej
rovnosti plati S, > 12,apreto S, = 13a5; = 11.
Zistili sme, Ze plati
(81, -, S7) = (21,20,21,13,9,12,11).
Odtial' vychadza az; —ag = S3 — S, = 8,takZzea; = 9aag = 1,tedaz S = 12 vyplyva a; + ag = 11,
a preto v dosledku S; = 11 plati ag = 0, a to je spor. Ziadne vyhovujtice ¢islo so sti¢tom ???Ss = 9??? preto
nevyhovuje.
Pokyny:
Za cast a) su 3 body a za cast b) tiez 3 body.
V netplnych rieSeniach Casti a) oceiite ¢iastocné kroky z vyssie popisanych postupov nasledovne:
A. Sformulovana hypotéza o tom, Ze nemozno mat tri trojice so suctom 20: 1 bod, len pokial riesitel nevyriesi
Cast' b), inak 0 bodov.
B1. Dve trojice so sti¢tom 20 nemdzu byt disjunktné (s dokazom): 1 bod.
B2. Dve trojice so stictom 20 nemdzu byt susedné, t. j. mat dve spolo¢né cifry (s dokazom): 1 bod.

B3. Ziadna trojica so sti¢tom 20 nemdZe susedit’ s trojicou so si¢tom 9 ani 11 (s dokazom): 1 bod.

Celkovo potom za neudplné rieSenie casti a) dajte vacSiu z hodnét poctu bodov za A, suctu poc¢tov bodov za B1
a B2 a suctu poctov bodov za B2 a B3

Ako sme uviedli v komentari, rieSenie Casti b) je uplné aj v pripade, ked' rieSitel' vyhovojuce cislo 849 751 623
alebo 326 157 948 uvedie bez vysvetlenia, ako k nemu prisiel. Za netiplné riesenie Casti b) dajte 1 bod, ak riesSitel
napriklad dokaze, Ze dve trojice so sti¢tom 21 maju spolo¢nu prave jednu cifru a Ze trojice, ktoré s niektorou
z nich susedia, majui sucet 13 alebo 20. Ak riesitel odvodi, ako musia vyzerat Sestciferné zaciatky alebo konce
vSetkych vyhovujucich cisel, dajte za ¢ast' b) 2 body.

Urcte pocet vSetkych usporiadanych trojic celych ¢isel (a, b, ¢) takych, Ze pre kazdé redlne cislo x plati
x2 4+ 2x — 2023 < ax? + bx + ¢ < 2x2.

(Jan Mazak, Michal Rolinek)
RieSenie 1:
Ak by platilo a < 1, prva zadana nerovnost by neplatila pre vel’ké hodnoty x. Podobne druha nerovnost vylucuje
moznost, Ze plati a > 2. Ostatné dva pripady posudime jednotlivo:
V pripade a = 1 prepiSeme zadané nerovnosti na tvar

(b —2)x + (c +2023) > 0

x> —bx—c>0.

V pripade b # 2 ma prva nerovnost nenulovy koeficient pri x, takZe nemoze byt splnena pre vsetky x, nech uz
je ¢ akékolvek. Musi preto platit b = 2, a prva nerovnost potom prejde na ¢ > —2023. Druha nerovnost’ plati
pre vSetky x prave vtedy, ked troj¢len x? — bx — ¢ s kladnym koeficientom 1 pri x? ma zaporny diskriminant,
teda prave vtedy, ked' b% + 4c < 0. To vdaka b = 2 prechddza na ¢ < —1. Dokopy dostavame, Ze v pripade a = 1
je platnost oboch nerovnosti pre vSetky x ekvivalentna s dvojicou podmienok b = 2a —1 > ¢ > —2023, ktoré
zrejme splia 2021 trojic (1, 2, ¢).



Analogicky budeme postupovat’ aj v pripade a = 2, len to zapiSeme strucnejSie. Prepisané nerovnosti maju
tentoraz tvar
x4+ (b—2)x+ (c+2023)>0

bx +c<0.

Druha nerovnost plati pre vSetky x prave vtedy, ked b = 0 a ¢ < 0. Platnost prvej nerovnosti pre vsetky x
opét’ vyjadrime podmienkou zaporného diskriminantu. Tento vyraz (b — 2)? — 4(c + 2023) je po dosadeni
b = 0 zaporny prave vtedy, ked' ¢ > —2022. V pripade a = 2 tak vyhovuju trojice (a, b,c) také, Zze b = 0
a0 >c>—2022. Aj tych je zrejme 2021.

Hladany pocet trojic je teda 2021 + 2021 cize 4042.
Pokyny:
V netplnych rieSeniach oceiite ¢iastocné kroky nasledovne:

Al. KonStatovanie, ze platia € {1, 2} (moZno brat za zrejmy dosledok znamych vlastnosti kvadratickej funkcie):
2 body.

A2. Urcenie b (moZno brat za zrejmé) a vymedzenie c pri obidvoch linedrnych nerovnostiach: celkom 1 bod.
A3. Vymedzenie c pri dvoch kvadratickych nerovnostiach: po 1 bode za kazdu z nich.
A4. Urcenie spravneho poctu trojic: 1 bod.

Celkovo potom dajte sucet poctov bodov za Al, A2, A3, A4. AK sa rieSitel’ zaobera iba pripadmia = 1aa = 2
a nenapise, Ze to staci, dajte najviac 4 body.

3 Vnutripolkruhu nad priemerom AB so stredom O leZi bod X. Ozna¢me G taZisko trojuholnika XOB aY priesecnik

polpriamky AX s hranicou polkruhu rézny od A. Dokazte, Zze |YG| = |GB]|.
(Jiti Blazek, Jozef Tkadlec)

RieSenie 1:
Oznacme eSte M stred usecky XB. Ukazeme, Ze taznica OM trojuholnika OXB leZi na osi usecky BY. (Tato hy-
potéza nie je taka prekvapujica, lebo vzhladom na zrejmu rovnost |0B| = |0Y| je dokazovana rovnost |GB| =
|GY| ekvivalentnd s tym, Ze priamka OG je osou Gse¢ky BY.) KedZe taZisko G tejto taznici patri, bude tym rovnost
|GB| = |GY| dokazana.
KedZe bod Y lezi na Talesovej kruznici nad priemerom AB so stredom O, plati |0Y| = |OB| a uhol AYB je
pravy. Bod M je tak stredom prepony XB pravouhlého trojuholnika XBY a ako taky je aj stredom kruznice jemu
opisanej. Plati tak |[MY| = |[MB|. To spolu s |0Y| = |0B| znamen, Ze oba krajné body 0, M taznice OM leZia na
osi usecky BY. Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

Poznamka:

Podany vyklad méZeme mierne obmieniat tivahami o strednych prieckach trojuholnikov BAX, BAY alebo BXY.
Ich zapojenim mdZeme napriklad dokazovat tieto tvrdenia (v zatvorkach naznac¢ime ako):
e Priamka OM (kde M je stred XB) je osou tise¢ky BY. (Usecka OM je strednou prie¢kou trojuholnika BAX,
tedaOM || AX L BY.)

¢ Osusecky BY rozpoluje obe tisecky AB a X B. (Stredné priecky oboch pravouhlych trojuholnikov BAY a BXY,
ktoré su rovnobezné s AY, a teda kolmé na BY, lezia na osi ich spoloc¢nej odvesny BY.)



RieSenie 2:
Pouzitim druhej taznice XJ trojuholnika XOB, kde ] je stred strany O B, ukaZeme ako v prvom rieSeni, Ze uisecka

0G lezi na osi tsecky BY. Bod O na nej lezi vdaka zrejmej rovnosti |0B| = |0Y|, sta¢i teda iba overit, Ze plati
0G L BY, ¢ize OG || AY, pretoze uhol AY B je pravy podla Talesovej vety.

Podla znamej polohy taziska G na taznici X/ plati |/G| = § [JX| a okrem toho zrejme aj [JO| = § [JA|. Dokopy to

znamend, Ze usecka OG je rovnolahla s isec¢kou AX podla stredu J. Plati teda OG || AX. Tym je vztah OG || AY
overeny, pretoZe X je vnutorny bod tdsecky AY.

RieSenie 3:

UkaZeme, Ze na rieSenie ulohy je mozné vyuzit aj tretiu taZznicu BN trojuholnika XOB, pricom N je stred jeho
strany XO.

Oznacme eSte K stred usecky AX a L priesecnik polpriamky BN s iseckou AX. Pre strednu priecku KN trojuhol-
nika XAO plati |[KN| = % |A0| = % |AB| a KN |l AO, ¢ize KN |l AB.V désledku toho je ise¢ka KN obrazom
usecky AB v rovnolahlosti so stredom L a koeficientom 1/4. Plati tak |LN| = i |LB|, odkial |LN| = § |BN|. Tato
dlZku ma aj iisek NG taZnice BN, takZe dokopy dostavame

1 1
ILG| = |LN| + [NG| = 3 |BN| + 3 |[BN| = |GB].
. V§imnime si teraz trojuholnik BLY. Ten ma pri vrchole Y pravy uhol vdaka Talesovej kruZznici nad priemerom

AB. Stred jeho prepony BL je vSak podla predchadzajiceho vztahu prave bod G, teda podla Talesovej vety ma aj
tsedka YG dizku 2 |BN|. Tym je rovnost |YG| = |GB| dokazana.

Pokyny:
V netplnych postupoch podla vzorovych rieSeni alebo poznamky ocetite ¢iastocné kroky nasledovne (nové body
oznacujeme rovnako ako v textoch rieSenia):
A. Zapis hypotézy, Ze na osi useCky BY leZzi nielen tazisko G, ale cela taznica OM: 1 bod.

B1. Konstatovanie, Ze |OB| = |0Y]: 2 body.

B2. Dokaz rovnosti [MB| = |[MY|: 3 body.

B3. Dokaz rovnobeznosti OM a AX: 2 body.

B4. Dokaz kolmosti OM a BY: 3 body.

C1. Vysvetlenie, preco staci dokazat OG L BY: 2 body.



C2. Dokaz rovnobeznosti 0G a AX: 2 body.
D. Dékaz tvrdenia, Ze bod G je stredom Usecky BL: 4 body:.

Celkovo potom dajte najvacsSiu hodnotu spomedzi zo sictu bodov za A a maxima z poctov bodov za B1, B2, B3,
B4, stictu poc¢tu bodov za C1 a C2 a poctu bodov za D.
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