MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie Z9

1 Pat a Mat si dali preteky v behu do svojej chalipky. V istom okamihu platilo, Ze keby Mat mal zdolant polovicu
vzdialenosti, ktort doteraz ubehol, chybal by mu do chaldpky trojndsobok tejto polovi¢nej vzdialenosti. V tom
istom okamihu platilo, Ze keby Pat mal zdolany dvojnasobok vzdialenosti, ktort doteraz ubehol, chybala by mu
do chalupKy tretina tejto dvojnasobnej vzdialenosti.

Kto bol v danom okamihu blizsie k chaltpke?

(Libuse Hozova)
RieSenie:
Ak by Matovi do chalipky chybal trojnasobok ubehnutej vzdialenosti, tak by bol v Stvrtine. Tento pripad by
nastal, keby mal zdolanu polovicu vzdialenosti, ktord doteraz ubehol. Teda Mat sa v danom okamihu nachadzal
v polovici medzi $tartom a chaltipkou.
Ak by Patovi do chalupky chybala tretina ubehnutej vzdialenosti, tak by bol v troch Stvrtinach. Tento pripad

by nastal, keby mal zdolany dvojnasobok vzdialenosti, ktort doteraz ubehol. Teda Pat sa v danom okamihu
nachadzal v troch osminach medzi Startom a chaliipkou. V. danom okamihu bol bliZsie k chalipke Mat.

Start Pat Mat chalipka

Poznamka:

Ak m a p postupne oznacuji Matovu a Patovu vzdialenost' od Startu v danom okamihu a ¢ oznacuje celd vzdi-
alenost medzi Startom a chalipkou, tak informacie zo zadania doslovne zapiSeme takto:

! +3 L =
2m 2m =g,

1
2p + 3 (2p) =c.

Odtial jednoducho dostavame 2m = ¢, tedam = %c, a gp =c,tedap = %c.

2 Zostrojte koso$tvorec ABCD taky, Ze plati |AC| = 8 cm a |AS| = 7 cm, kde S je stredom strany CD.
(Karel Pazourek)
RieSenie 1:
VyuZijeme to, Ze uhlopriecky v rovnobeZniku sa navzajom rozpoluju a v kosostvorci sd navySe kolmé. Ozname

priese¢nik uhloprie¢ok AC a BD ako E a stred tise¢ky EC ako R. Use¢ka SR je strednou prieckou trojuholnika
DEC, ktora je rovnobezna so stranou DE. Use¢ka SR je preto kolma na AC. V pravouhlom trojuholniku ARS

pozname vel'kost prepony AS, ¢o je 7 cm, a velkost odvesny AR, ¢o je Z |AC| ¢ize 6 cm. Tento trojuholnik naozaj
existuje a mozno ho zostrojit napr. takto:

1. usecka AR s velkostou 6 cm,

2. kolmica na tsec¢ku AR idica bodom R,

3. kruZnica so stredom v bode 4 a polomerom 7 cm,

4. priesecnik S tejto kolmice a kruznice.

Zvysné vrcholy kosostvorca mozno zostrojit’ takto:

5. bod C lezi na polpriamke AR vo vzdialenosti 8 cm od 4,
6. bod D je stredovo simerny s bodom C podla stredu S,
7. bod B je osovo simerny s bodom D podla osi AC.



Poznamka:
Trojuholniky ACB a ACD vyzeraji takmer rovnostranne, ale nie si. Najmi neplati, Ze sa kruznica v prvom
obrazku dotyka tsec¢ky CD, aj ked' to tak mébzZe vyzerat.
Poznamka:

Hlavnu pozornost venujeme konstrukcii trojuholnika ARS. Konstrukcie simernych bodov D a B povaZujeme
za dobre zname, teda detailne nerozpisujeme. Priese¢niky vo Stvrtom kroku konstrukcie st dva. Druha moznost
vedie k tomu istému rieSeniu s inak oznacenymi vrcholmi. Ciastkové konStrukcie je moZné realizovat roézne.
Napr. pre dant dsecku AC je moZné body E a R postupne zostrojit ako stredy useciek AC a EC, bod D je moZné
zostrojit ako priese¢nik priamky CS s kolmicou na AC idiicou bodom E a podobne. Pravouhly trojuholnik ARS
je mozZné zostrojit’ aj takto:

1. usecka AS s velkostou 7 cm,

2. kruznica so stredom v bode A a polomerom 6 cm,

3. kruZnica s priemerom AS,

4. priesec¢nik R tychto kruZnic.

Podla Talesovej vety je uhol pri vrchole R naozaj pravy.

RieSenie 2:

VyuZijeme to, Ze Gsecky AS a DE su taznicami trojuholnika ACD. Navyse si uvedomujeme, Ze uhlopriecky v ko-
soStvorci su navvzéjom kolmé. Ozna¢me priese¢nik uhlopriecok AC a BD ako E a priese¢nik taznic AS a DE, t. j.
tazisko, ako T. Tazisko lezi v tretine kazdej taznice, bliZsie k strane trojuholnika. V pravouhlom trojuholniku

AET teda pozname velkost prepony AT, ¢o je % |AS| cize 13—4 cm, a vel'kost odvesny AE, ¢o je % |AC|, ¢o je 4 cm.
Vzhladom na to, Ze Yem >4 cm, trojuholnik AET naozaj existuje a je ho moZné zostrojit podobne ako troj-
uholnik ARS v rieSeni uvedenom vyssie. Zvys$né vrcholy koso$tvorca mozno zostrojit napr. takto:

1. bod D lezi na polpriamke ET vo vzdialenosti 3 |[ET| od E,

2. bod B je stredovo sumerny s bodom D podla stredu E,

3. bod C je stredovo simerny s bodom A podla stredu E.



Poznamka:

V uvedenom rieSeni je potrebné rozdelit danu usecku na tretiny. Korektné rieSenie tejto podulohy povazujeme
za dobre zname, teda detailne nerozpisujeme. Predchadzajica poznamka suvisi s faktom, Ze trojuholniky AET
a ARS su podobné s koeficientom podobnosti 2/3.

V zakladnej $kole, kam chodi aj Zigmund, kaZdoro¢ne organizuji vedomostnu stta%, v ktorej kazdy sutaZiaci
moze vziskat’ najviac 15 bodov. Tento rok bol priemerny bodovy zisk sutaziacich zaokriihleny na desatiny rovny
10,4. Zigmund si po sutazi uvedomil, Ze niektoré otazKy si zle precital a odpovedal na nieco iné. Mohol tak mat’
0 4 body viac, a priemerny bodovy zisk zaokrihleny na desatiny by sa tym zvysil na 10,6.
Urcte, kol'’ko najmenej a kol'ko najviac deti mohlo tento rok sutazit.

(Michaela Petrova)
RieSenie:
Pracujeme so zaokruhlenymi ¢islami, teda skuto¢ny priemerny bodovy zisk mohol byt v rozsahu od 10,35 (vra-

tane) po 10,45 (toto ¢islo sa uz zaokruhluje na 10,5). Ak n oznacuje pocet Gcastnikov stutaZe a c¢ celkovy sucet
bodov ziskanych vSetkymi sdtaZiacimi, tak predchadzajicu podmienku zapiSeme takto:

c
10,35 < — < 10,45.
n
Podobnou tvahou zistujeme, Ze dal$ia podmienka zo zadania znamena

c+4
10,55 < W < 10,65.

, . Cct+4 c 4 v c. iv vy ) .
Vzhladom na to, Ze —~~ =, t; azescitanec - je ohraniceny v predoSlym vztahom, postupne dostavame

10,55 - - <

S|

Cc
< 10,65 — —,
n

S|a

4
01<-<03.
n
Dal$imi ekvivalentnymi tipravami ndjdeme ohranicenie pre n:

10>n>10
4 3’

40
40>Tl>?,

t..
39 >n>14.

Ostava overit, Ze pre kazdé takéto n existuje vyhovujuca situdcia, t. j. Ze mozu byt splnené podmienky, Ze kazdy
sutaziaci moze ziskat najviac 15 bodov a Zigmund najviac 11 bodov. Priemerna hodnota bodového zisku je %,
¢o je najviac 10,45, staci teda, ked’ kaZdy sutaZiaci ziska prave tiito bodovi hodnotu, lebo ta je najviac 11, a teda
aj najviac 15.



Sutaze sa zucastnilo najmenej 14 a najviac 39 deti.
Poznamka:

Vsimnime si, Ze v predchadzajiicom ohraniceni sl obe nerovnosti ostré: Pre spodny odhad odc¢itame od 10,55
najvacsiu moznd hodnotu %, a ta je ostro mensia ako 10,45. Pre horny odhad od¢itame od hodnoty mensej

ako 10,65 najmensiu moznu hodnotu %, ataje 10,35.
Informdcia o maximalnom pocte bodov, ktoré moze ziskat kazdy sutaziaci, je nadbytoc¢na.
Poznamka:

K moznym poctom sutaziacich sa da dopracovat aj skiSanim moznosti. Za predpokladu, Ze hodnoty priemernych
bodovych ziskov st presné, by podmienky

c
10,35 < " < 10,45,

c+4
10,55 < - < 10,65

boli nahradené rovnostami
=104,

+ I

c+4

= 10,6.
n

Dosadenim prvej rovnosti do druhej a ipravou dostavame s = 0,2, tedan = 20. To je vyhovujici pocet
sutaziacich a ostatné vyhovujlice moznosti mozno najst skusanim okolitych ¢isel a overovanim podmienok
zo zadania. Nie je nutné postupovat Uplne systematicky, staci najst hrani¢cné hodnoty, pre ktoré podmienky
platia, ale pre nasledovnika, resp. predchodcu neplatia. Napr. overenie pre horné ohranicenie poctu sttaziacich
vyzera takto:

e Prva podmienka v pripade n = 39 a jej postupné upravy davaju
c
1 <—=<104
035 < 39 < 10,45,
403,65 < c < 407,55,
407,65 < c +4 < 411,55,

c+4
10,4525641 < ETH < 10,5525642.
Tieto ohranicenia nie su v spore s ohrani¢eniami
c+4
10,55 < W < 10,65,

iba ich spresnuju. Teda pocet sitaziacich mohol byt 39.
e Prva podmienka v pripade n = 40 a jej postupné upravy davaju

c
1 <—<104
035< 20 < 10,45,

414 < c < 418,
418 < c +4 < 422,

1045 < <% < 1055
T T 40 e
Tieto ohranicenia sd v spore s ohrani¢eniami
c+4
10,55 < T < 10,65.

Teda pocet sutaziacich nemohol byt 40.




4 Karol mal vynasobit’ dve dvojciferné ¢isla. Z nepozornosti vymenil poradie cifier v jednom z cinitelov a dostal
sucin, ktory bol o 4 248 mensi ako spravny vysledok.

Kol'’ko malo Karolovi spravne vyjst?

(Libuse Hozova)
RieSenie:
Oznacme x a y Karolove dvojciferné Cisla a povedzme, Ze cifry vymenil v prvom cisle. Ak cifry ¢isla x oznacime

a a b, tak plati
(10a + b)y — (10b + a)y = 4248.

Po uprave dostavame 9(a — b)y = 4248, t.j. (a—b)y = 472. 0dtial vyplyva, Ze Cislo y je dvojcifernym delitelom
Cisla 472.
Prvodiselny rozklad &isla 472 je 23 -59, teda jeho jedinym dvojcifernym delitelom je 59. To znamena, e a—b = 8.
Tejto podmienke vyhovuji nasledujice dve moZnosti:

e a=8ab=0,teda (10a + b)y = 80 -59 = 4720,

e a=9ab =1,teda (10a + b)y =91 - 59 = 5369.
Karolovi malo spravne vyjst bud 4720, alebo 5369.

Poznamka:

Po zamene cifier v prvom pripade dostavame 08, Co sice nie je dvojciferné cislo, ale to zadanie tllohy ani nepozadu-
je.

5 Trojuholnik ABC je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole C. Body A’, B’, C' st obrazy bodov A4, B, C postupne
v stredovych simernostiach so stredmi C, 4, B. DokaZte, Ze plati

IAB'|> + B'C')” +|C'A')* = 14 - |AB|?.

(Jaroslav Zhouf)

RieSenie:
Nech D je obraz bodu C v stredovej simernosti podla bodu A4 a E je bod taky, Ze C'CDE je obdiznik.
c' E

Podla Pytagorovej vety v trojuholnikoch A'DB’, B'EC' a C'CA' potom plati
|A'B'|”> = |A'D|* + |DB'|* = (JA'C| + |CD])? + |DB'|?
= (ICA| + 2 |CAD? + |CB|* = BICAD? + |cB)* = 9|cAl* + |CB|*,
dalej
IB'C'”> = |C’'E)* + |B'E|* = |cD|* + (IB'D| + |IDE])? = |CD|* + (ICB| + |CC'])?
= (2|CAD? + (ICB| + 2|CB])? = (2|CAD? + (3|CB|)? = 4|CA|> + 9|CB|?

IC'A')? = |cA')P +|cc'” = |CA)P + (21CB))? = |CAI” +4|CB|*.
Z toho podla Pytagorovej vety v trojuholniku ABC dostdvame
|A'B")? + |B'C')” + |C'A')? = (9|CAI” + |CBI*) + (4|CA)* +91CBI*) + (ICAI> + 4|CBI)

=14|CA|* + 14|CB|* = 14(|CA|* + |CB|*) = 14 |AB|".




6 Urcte pocet Stvorcov, ktorych vSetky vrcholy si mrezovymi bodmi Stvorcovej siete pozostavajicej zo 4 riadkov
a 2023 stlpcow.
(Karel Pazourek)
Riesenie:
Najmensi Stvorec s vrcholmi v uzlovych bodoch ma rozmery 1 X 1, najvac¢si ma rozmery 4 X 4. V ramci tychto
obmedzeni najdeme dalsie pripady, ktoré rozliSime nasledovne.

o Stvorce so stranami rovnobeznymi vzhladom k sieti:

A B C D

o Stvorce so stranami uhloprie¢nymi vzhladom Kk sieti:

E F

e Ostatné Stvorce:

1 S~
G H I |

Pre samotné pocitanie Stvorcov istého typu nie je podstatné ich natoCenie, ale iba to, kol'ko jednotiek zaberaju
vo vodorovnom a zvislom smere. Teda $tvorcov typu B je v sieti rovnaky pocet ako $tvorcov typu E. Stvorcov
typu C je v sieti rovnaky pocet ako $tvorcov typu G, resp. H. Stvorcov typu D je v sieti rovnaky pocet ako $tvorcov
typu F, ¢o je rovnako ako Stvorcov typu I, resp. . Staci teda spocitat Stvorce Styroch typov:

o Stvorec typu A moZeme vo zvislom smere umiestnit 4 spdsobmi, vo vodorovnom smere 2023 spdsobmi.
Takych Stvorcov je teda 4 - 2023 ¢iZe 8092.

o Stvorec typu B (resp. E) mdzeme vo zvislom smere umiestnit’ 3 spésobmi, vo vodorovnom smere 2022
spdsobmi. Takych Stvorcov je 3 - 2022 Cize 6066.

o Stvorec typu C (resp. G a H) moZeme vo zvislom smere umiestnit' 2 spdsobmi, vo vodorovnom smere 2021
sp6sobmi. Takych Stvorcov je 2 - 2021 Cize 4042.

o Stvorec typu D (resp. F, I a J) mbzeme vo zvislom smere umiestnit’ jedinym spdsobom, vo vodorovnom
smere 2020 spdsobmi. Takych Stvorcov je 1 - 2020 ¢ize 2020.

Pocet Stvorcov, ktorych vSetky vrcholy st uzlovymi bodmi siete, je
1-8092 + 26066+ 34042+ 4 - 2020

Cize 40 430.




