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61. ro¢nik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia tloh krajského kola kategorie Z9

Informaéacia pre krajsku komisiu MO:

Pri kazdej ulohe sa za akékolvek tiplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsSetkych tu uvedenych rieSeni, ale tilohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby co najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

1. Na obr. 1 je obdlznik ABCD, ktorého dlzky strin AB a BC st v pomere 7 : 5. Vnaitri
obdlZnika ABCD le%ia body X a 'Y tak, Ze trojuholniky ABX a CDY st pravouhlé
rovnoramenné s pravymi uhlami pri vrcholoch X a Y. Spolocna sivd plocha oboch
trojuholnikov tvori stvorec s obsahom 72cm?. Urcte dizky strin AB a BC obdiznika

ABCD. (L. Simiinek)
D C
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Y
A B
Obr. 1

RieSenie. Vypocitame dlzku u uhloprieky sivého Stvorca, pri¢om vyjdeme zo vztahu

pre vypocet obsahu Stvorca S = fu?:

u=+28 =2 72 =144 = 12 (cm).

Jeden nepomenovany vrchol sivého stvorca oznac¢ime U (obr. 2).

D C
X s
Q U
Yy s
A s P u s B
Obr. 2

Z bodu U spustime kolmicu na stranu AB a potom na stranu DA. Ich péty ozna-
¢ime P a @). Uhol X AB je vnutornym uhlom pravouhlého rovnoramenného trojuholnika
ABX a mé teda velkost 45°. Odtial vyplyva, ze pravouholnik APUQ je Stvorec. Na
obr. 2 ukazujeme tri dalsie analogicky zostrojené stvorce. Dlzku strany tychto Stvorcov
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ozna¢ime s. Z obr.2 je zrejmé, ze |AB| = 2s + 12(cm) a |BC| = 2s. Tieto vyrazy
dosadime do pomeru uvedeného v zadani. Upravami vzniknutej rovnice ziskame 2s:

|AB| 7
[BC] 5
25+12 7
2s 5
10s + 60 = 14s,
2s =30 (cm).

Dlzka strany AB je 30 4 12 = 42 (cm) a dlzka strany BC' je 30 cm.

Iné rieSenie. V zadanom obrazku posunieme trojuholnik C'DY tak, aby sa bod Y
zobrazil do bodu X (obr.3). Posunieme ho teda o dlzku tsecky XY a rovnako ako
v predchadzajicom rieSeni uréime, ze tato dizka je 12 cm.

D’ C’
D C
X =Y
Y
A B
Obr. 3

Vzhladom na to, Ze trojuholniky ABX a C’'D’Y’ st pravouhlé rovnoramenné,
vzniknuty pravouholnik ABC’D’ musi byt §tvorec. Use¢ka AB predstavuje podla zada-
nia 7 dielov a tsecka BC' 5 dielov. Usecka BC’ je o 12 cm dlhsia ako BC' a predstavuje
tiez 7 dielov. Dva diely st teda 12 cm, jeden diel je potom 6 cm. DIzka strany AB je
7-6 =42 (cm) a dlzka strany BC je 5-6 = 30 (cm).

Pozndmka. Dlzku uhlopriedky sivého $tvorca mozno urdit aj nasledovne. Prieseénik
uhloprie¢ok zobrazime v osovej simernosti podla jednotlivych stran Stvorca (obr.4).
Ziskané styri body tvoria vrcholy stvorca, ktory ma dvojnasobny obsah ako sivy stvorec,
t.j. 272 = 144 (cm?). Dizka strany vzniknutého $tvorca, a teda aj dlzka tsecky XY,
je rovna V144 = 12 (cm).

X

4

Y
Obr. 4

Ndavrh hodnotenia. 1 bod za vypocet uhlopriecky sivého stvorca; 3 body za poznatok a zdévodnenie,
7e rozdiel dizok stran AB a BC je rovny dizke tejto uhlopriecky; 2 body za v§pocet stran AB a BC.



2. Marienka mala desat karticiek, na ktoré napisala desat po sebe idicich prirodzenijch
¢isel, na kaZdi karticku prdve jedno. Nestastnou ndhodou viak jednu karticku stratila.
Sucet cisel na zostavajucich deviatich kartickach bol 2012. Zistite, aké cislo bolo napi-
sané na stratenej karticke. (L. Hozova)

Riesenie. Najmensie z desiatich napisanych éisel ozna¢me p. Cisla na kartickach potom
boli:

p,p+1l p+2, p+3, ..., p+9.
Sucet cisel na vsetkych desiatich kartickach bol 10p + 45.

Najskor predpokladajme, Ze sa stratila karticka s ¢islom p. Potom by platila
nasledujiica rovnost:

(10p + 45) — p = 2012,
9p = 1967.

Z predchéadzajiceho riadku je zrejmé, ze p by v tomto pripade nebolo prirodzené ¢islo.
Predpoklad, Ze sa stratila karticka s ¢islom p, preto zavrhujeme.
Teraz predpokladajme, Ze sa stratila karticka s ¢islom p + 1. Podobne zavrhneme
aj tato moznost:
(10p+45) — (p+1) = 2012,
9p = 1968.

Rovnako odmietneme aj predpoklad, ze sa stratila karticka s ¢islom p + 2:

(10p + 45) — (p+ 2) = 2012,
9p = 1969.

Stratit sa nemohla ani karticka s ¢islom p + 3:

(10p +45) — (p+3) = 2012,
9p = 1970.

A7 za predpokladu, Ze sa stratila karticka s ¢islom p + 4, dojdeme k celociselnej
hodnote p:

(10p + 45) — (p + 4) = 2012,
9p = 1971,
p = 219.

Ostava nam diskutovat dal$ich pdaf moznosti, teda straty karticiek s ¢islami p + 5
az p + 9. V predchadzajucich diskusidch dostédvame vzdy rovnicu, ktord ma na lavej
strane iba ¢islo 9p. Cisla na pravej strane tychto rovnic sa postupne zviésujt o 1. Prave
sme dostali na pravej strane ¢islo delitelné deviatimi, a preto sa v nasledujucich piatich
diskusiach ¢islo delitelné deviatimi vyskytovat nemoze. Uloha mé tak jediné riesenie:
stratila sa karticka s ¢islom p +4 = 219 4 4 = 223.
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Iné riesenie. Najmensie z desiatich napisanych ¢isel ozna¢me p. Cisla na kartickach
potom boli:

p,p+1, p+2, p+3, ..., p+9.

Cislo na stratenej karticke ozna¢me p + ¢, pri¢om c predstavuje jednociferné prirodzené
¢islo alebo nulu. Sticet ¢isel na vSetkych desiatich kartickach bol 10p+-45. Stcet ¢isel na
deviatich karti¢kach, ktoré zvysili po strate, bol 10p+45— (p+c¢), po tprave 9p+45—c.
Dostavame tak rovnicu, ktord upravime nasledujicim spésobom:

9p +45 —c = 2012,
9p = 1967 + c.

Sucet na pravej strane tejto rovnice musi byt delitelny deviatimi. Pri deleni 1967 : 9
dostaneme vysledok 218 a zvysok 5. Plati teda 1967 = 9 - 218 4+ 5. Z tohto rozkladu je
zrejmé, ze sucet 1967 + ¢ je delitelny deviatimi jedine pre ¢ = 4. Neznama p je potom
rovnd 219 a ¢islo na stratenej karticke bolo p + ¢ = 219 4+ 4 = 223.

Navrh hodnotenia. 1 bod za vyjadrenie suctu cisel na desiatich kartickach, t.j. napr. 10p + 45; 2 body
za vysledok; 3 body za popis postupu.

Ak sufaziaci postupuje ako my v prvom uvedenom rieseni a po najdeni celoc¢iselného p prestane
bez akéhokolvek zddévodnenia preverovat dalsie moznosti, strhnite 1 bod.

Pozndmka. Sutaziaci moézu tlohu riesit aj ,odhadom® pomocou aritmetického priemeru é&isel na de-
viatich zvysnych kartickdch: 2012 : 9 = 223, zvySok 5. Skusmo vypiSu napr. devit po sebe idicich
prirodzenych cisel takych, aby 223 bolo uprostred: 219 + 220 + - - - + 227 = 2007. Néasledne uvazuju,
ako mozno lava stranu ,zvacsit® o 5... Ak v takejto praci nie je zdovodnené, Zze tloha mé skuto¢ne
iba jedno riesenie, dajte za nu maximalne 5 bodov.

3. Zistite, kolkymi roznymi sposobmi sa daju do jednotlivich policok trojuholnika na
obr. 5 vpisat ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 tak, aby sucet v kazdom Stvorpolickovom
trojuholniku bol 23 a aby na niektorom policku v smere kaZdej sipky bolo vpisan€ cislo
zadané pri Sipke. (E. Novotna)
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Obr. 5

Riesenie. Sucet vsSetkych vpisanych cisel je 1 +2+34+4+5+6+7+8+9 =
= 45. V obrazku su prave tri stvorpolickové trojuholniky a stcet Stvoric ¢isel vpisanych
do tychto trojuholnikov je dohromady 3 - 23 = 69. V tomto sucte st vsak cisla na
sivych polickach na obr. 6 zapoéitané dvakrat (kazdé patri do dvoch Stvorpolickovych
trojuholnikov), ostatné ¢isla jedenkrat. Stcet ¢isel na troch sivych polickach preto musi
byt 69 — 45 = 24.
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Obr. 6

KedZe najvicsi mozny sucet troch vpisanych ¢isel je prave 9+ 8 +7 = 24, v sivych
polickach musia byt ¢isla 7, 8 a 9. Zo zadania vieme, Ze 7 ma byt v spodnom riadku,
v krajnych polickach druhého riadku potom musia byt 8 a 9.
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Obr. 7

Pre ¢islo 2 tak zostéava jediné volné miesto (obr.7). V hornom Stvorpoli¢kovom
trojuholniku teraz chyba jediné ¢islo, ktoré tym padom vieme doplnit: 23 —8 —9 —2 =
=4,
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Obr. 8

Cislo 6 musi byt na niektorom sivom poli¢ku na obr.8, patri teda do Tavého
stvorpolickového trojuholnika. Keby tento trojuholnik obsahoval ¢islo 8, tak posledné
volné policko by obsahovalo ¢islo 23 — 8 — 7 — 6 = 2, ¢o nie je mozné (¢islo 2 je
uz umiestnené v druhom riadku). Lavy stvorpolickovy trojuholnik preto mé vo svojom
hornom policku ¢islo 9 a v poslednom neobsadenom policku je 23—9—7—6 = 1. V sivych
polickach na obr. 8 st preto ¢isla 1 a 6, ktoré mozeme umiestnit dvoma spésobmi.

Na zatial neobsadenych miestach v pravom Stvorpolickovom trojuholniku mézu byt
jedine ¢isla 3 a 5; stcet v tomto trojuholniku vychadza naozaj 8 +7+ 3+ 5 = 23. Cisla
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3 a 5 moézeme doplnit opit dvoma sposobmi. Uloha mé teda celkom 2 - 2 = 4 rieSenia
(obr.9).

Obr. 9

Ndvrh hodnotenia. 3 body za vysvetlenie, kde sa nachadzaju ¢isla 7, 8 a 9; 1 bod za doplnenie c¢isel 2
a 4; 1 bod za doplnenie ¢isel 6 a 1; 1 bod za spravny pocet rieseni.

Ak riesitel nadjde ndhodne (bez bodovatelného vysvetlenia) jedno spravne rieSenie, dajte 1 bod;
za dve riesenia 2 body; za tri a Styri rieSenia 3 body.

4. Vojto chcel na kalkulacke scitat niekolko trojcifernych prirodzengch c¢isel. Na pruy
pokus dostal vysledok 2224. Pre kontrolu scital tieto cisla este raz a vyslo mu 2198.
Preto scital ¢isla este raz a teraz dostal sucet 2204. Piate pripocitavané cislo bolo totiz
prekliate — Vojto pri kaZdom pokuse nestlacil niektord z jeho cifier dostatocne silno a do
kalkulacky zadal vidy namiesto trojciferného ¢isla len dvojciferné. Ziadne dalsie chyby
pri scitovani neurobil. Aky je spravny sucet Vojtovych cisel? (L. Simiinek)

Riesenie. Prekliate ¢islo nazveme ABC'. Vojto vSsak namiesto neho pripocital dvoj-
ciferné ¢&isla AB, AC, BC, vseobecne ich budeme oznacovat ako ??. Dalej oznac¢ime
%k sucet ¢isel, ktoré Vojto dokdzal séitat bez preklepu. Platia schematicky vyjadrené
sCitania:

X K % % X K % % X K % %
77 77? 77?
2224 2198 2204

Prvy a treti uvedeny sucet ma rovnaku cifru na mieste jednotiek, v tychto pripadoch
teda na m1esto oznacené ?? patria ¢isla AC a BC. Zvysné c1slo AB tak patrl k suctu

.....

a msla, AC, ktoré sa od ¢isla AB isi len c1frou na mieste jednotiek. Cisla AB, AC, BC
tak mame jednoznacne priradené k stictom:

I R I
BC AB AC
2224 2198 2204

Podla prvého a tretieho suc¢tu plati: B = A + 2. Podla druhého a tretieho suctu plati:
C = B+ 6, po dosadeni predoslého vztahu dostaneme: C' = A+2+6 = A+ 8. Pismeno
A je podla zadania nenulové jednociferné ¢islo, a aby aj C' vychadzalo jednociferné,
moze byt A jedine 1. Potom B = 3 a C' = 9. Prekliate ¢islo bolo teda 139. Stucet
% % +x* vypoCitame napriklad takto: 2224 — 39 = 2 185. Spravne mal Vojtovi vyjst sucet
2185+ 139 = 2 324.



Pozndmka. Pre vyrieSenie tllohy nie je nutné stanovovat cifry B a C. K zdveru mozeme
dojst bez znalosti tychto cifier, teda bez znalosti prekliateho ¢isla, a sice takto: 2224 +
+ A00 = 2224 4 100 = 2 324.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za priradenie pozicii vynechanych cifier k jednotlivym stc¢tom; 3 body
za vypodet vynechanych cifier (v uréitom type postupu moze stacit len cifra A, ako je naznadené
v poznidmke); 1 bod za spravny vysledny stcet.
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