MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

RieSenia uloh krajského kola kategorie A

1 Tabul'ku 3 x 3 vyplnime navzajom réznymi prirodzenymi ¢islami od 1 do 9. Potom vypocitame stcet ¢isel v kaz-
dom zo Styroch Stvorcov 2 X 2 a tieto Styri stiCty zapiSeme vzostupne. Rozhodnite, ¢i tak m6Zeme ziskat postup-
nost

a) (24,24,25,25),
b) (20,23,26,29).

(Tomas Barta)
RieSenie 1:
Pred uvedenim rieSenia poznamenajme, Ze oba sucty cisel v danych Stvoriciach (24, 24, 25, 25) a (20, 23, 26, 29)
su 98. Ako ukazeme v rieSeni Casti b), je to najvyssia mozna hodnota takého suctu, ktort navyse dosiahneme

prave pri tych tabul’k4ch, ktoré maju ¢islo 9 uprostred a ¢isla 1, 2, 3, 4 v rohoch. Tento poznatok zaroven ulahcuje
konStrukciu potrebného prikladu tabul’ky na rieSenie casti a).

a) Tuto postupnost mdézeme dostat napriklad pre nasledujicu tabul'ku:
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b) Tuato postupnost nemoZeme dostat.
Uvazujme hodnotu suctu S, ktory dostaneme sc¢itanim Styroch suctov zo Stvorcov 2 X 2 vyplnenej tabulky.
Do suctu S prispieva jedno cislo tabul’ky Styrikrat (nazveme ho ,stredovym®), Styri jej ¢isla dvakrat (¢isla
»postranné“) a zvysné Styri ¢isla jedenkrat (¢isla ,,rohové). Preto stucet S bude najvacsi mozny, ak najvacsie
¢islo 9 bude stredové, Styri mensie ¢isla 8, 7, 6, 5 postranné a Styri najmensie ¢isla 4, 3, 2, 1 rohové. Len pri
takom rozmiestneni Cisel v tabul'ke plati

S=4-94+2-(8+7+6+5)+(“4+3+2+1)=098.

KedZe v kazdom Stvorci 2 X 2 st okrem ¢isla stredového dve Cisla postranné a jedno cislo rohové, je v pripade
S = 98 sucet tychto Styroch Cisel aspont 9 + 5 + 6 + 1 ¢iZe 21, a teda nemodze byt 20.
Poznamka:

Prave podané rieSenie Casti b) je moZné skratit pouZzitim jednoduchého vysledku z ivodnej ¢asti nasledujticeho
rieSenia, Ze Stvorec so suctom cisel 29 musi byt vyplneny c¢islami 9, 8, 7, 5. V tejto situcii totiz dostavame

98=20+23+264+429=S<4-9+2-(8+7+6+4)+(G+3+2+1)=97,

o je spor.

RieSenie 2:

Zapornu odpoved pre Cast' b) dokaZeme sporom odliSnym spdsobom, pri ktorom sa zaobideme bez poznatku
z uvodného odseku k prvému rieSeniu. Dva Stvorce 2 X 2 tabul’ky 3 X 3 nazveme ,protilahlymi®, ak maji spolo¢né
prave jedno policko (uprostred tabulky).

Nech vyplnenie tabul'ky pre Stvoricu suctov (20, 23, 26, 29) existuje. KedZe 9 + 8 + 7 + 6 = 30, leZia vo Stvorci
2 X 2 so suctom 29 prave Cisla 9, 8, 7, 5. Vyberme dva protilahlé Stvorce tak, aby jeden z nich (belasy) mal sucet
¢isel 29 a sucet v protilahlom (ruzovom) $tvorci ozna¢ime T. Dalej ozna¢me a a b, resp. ¢ a d ¢isla v tych rohoch
celej tabul’ky a s ¢islo v strede tabul'ky:




Potom zrejme plati
$s=294+T+c+d-—(1+2+4+-+4+9)=294+T+c+d—-45=T+c+d—-16.

Keby platilo T > 23, z poslednej rovnosti by sme mali s > 7 + ¢ + d, Co je spor, pretoze s < 9ac + d > 3. Plati
preto T = 20, takze zvysSné dva protilahlé Stvorce maju sucty 26 a 23. Z analogickej rovnosti

s=26+23+a+b—-(1+2+..+49)=26+23+a+b—-45=a+Db+4

vzhladom na vztah a = 5 (lebo a je jedno z ¢isel 9, 8, 7, 5) vyplyva s > 9, o je spor.
Pokyny:
2 body dajte za cast a), kde staci uviest priklad jednej vyplnenej tabul'ky, a 4 body za cast' b). V netplnych
rieSeniach casti b) ocerite Ciasto¢né kroky nasledovne (uvazujeme len vyhovujuce tabul’ky a Stvorce 2 X 2 vnich):
A1l Zddévodnenie, preco v tabulke je ¢islo 9 stredové: 1 bod.
A2 Zdovodnenie, preco v tabul'ke su ¢isla 5, 6, 7, 8 postrannymi, resp. ¢isla 1, 2, 3, 4 rohovymi: 1 bod.
B1 Zdovodnenie, preco protilahlymi Stvorcami st tie so suctami 29 a 20, resp. 23 a 26: 1 bod.

B2 Vyjadrenie stredového ¢isla pomocou suctov pre dva protilahlé Stvorce a dvoch ¢isel, ktoré do nich nepatria:
1 bod.

C1 Zdoévodnenie, preco Stvorec so suctom 29 je vyplneny ¢islami 9, 8, 7, 5: 1 bod.

Celkom potom za cast b) dajte sticet poctu bodov za C1 a maxima zo suctu poctov bodov za A1 a A2 a stuctu
poctov bodov za B1 a B2.

Urcte vsetky dvojice (k, n) kladnych celych cisel takych, Ze existuja kladné celé Cisla a, b také, Ze plati
D(a + k,b) =n-D(a,b),

pricom D(x, y) oznacuje najvacsi spolocny delitel’ kladnych celych Cisel x a y.
(Jaromir Sima)
RieSenie 1:
Ukazeme, Ze ulohe vyhovuju vsetky dvojice kladnych celych cisel (k, n).
e Akn = 1,nech (a,b) = (k, k). Potom

D(a+k,b) = D2k, k) = k

D(a,b) = D(k, k) = k.
e Akn > 1, tak pre lubovolné k plati nk — k > 0. Nech teda (a, b) = (nk — k,nk). Potom plati
D(a + k,b) = D(nk,nk) = nk

n-D(a,b) =n-D(k(n—1),kn) =nk-D(n— 1,n) = nk,
pricom sme v poslednej rovnosti vyuZili fakt, Ze po sebe iduce prirodzené ¢islan — 1 a n st nesudelitelné.
Poznamka:

Uvedené rieSenie je Uplné, ale neposkytuje Ziadny navod, ako sa k nemu dopracovat. Naznac¢ime jeden mozZny
sposob, ako priklady potrebnych dvojic ¢isel (a, b) hladat.
RieSme tdlohu najprv pre pripad k = 1 a lubovolné n, ked mame najst’ priklad dvojice (a, b) s vlastnostou
D(a + 1,b) = n - D(a, b). Z tejto rovnosti vyplyva, Ze D(a, b) | D(a + 1, b), takZe ¢islo D(a, b) musi byt nielen
delitelom cisel a a b, ale aj Cislaa + 1. Cisla a a a + 1 st véak nestdelitelné, tak¥e musi platit D(a, b) = 1.Z toho
D(a+1,b) =n-D(a,b) = n, takze hladame priklad nestdelitelnych ¢isel a a b takych, Zze D(a + 1, b) = n. N3jst
taky priklad je lahké: V pripade n > 1 vyhovuje dvojica (n — 1,n), v pripade n = 1 dvojica (1, 1).
Prechod od pripadu k = 1 k pripadu k > 1 zalozime na nasledujiicom pozorovani, plathom pre kazdé pevné n:
AKk pre nejaké Cislaa a b plati D(a + 1, b) = n - D(a, b), tak plati

D(ka+ k,kb) =k -D(a+1,b) =k-(n-D(a,b)) =n-(k-D(a,b)) =n-D(ka, kb),

vyhovuje teda dvojica (ka, kb).
Pokyny:

V neuplnych rieSeniach oceiite Ciastoc¢né zavery takto:



A Existencia Cisel a a b pre konecne vela dvojic (k,n) alebo hypotéza o ich existencii pre lubovolnu dvojicu
(k,n): 0 bodow.

B Existencia ¢isel a a b pre nekonecne vela dvojic (k, n) takych, Ze n # 1 (typicky pre dvojice (1,n)): 1 bod.

C Existencia ¢isel a a b pre nekonecne vela dvojic (k, n), v ktorych k aj n nadobudaji nekonecne vela hodnoét
(napriklad vSetky pripady k = n): 2 body.

D Existencia Cisel a a b chyba iba pre kone¢ny pocet hodnét k ¢i konecny pocet hodnét n (typicky vynechanie
¢i chybné riesenie pripadun = 1): 5 bodow.

E Zddvodnenie, preco staci riesit iba pripad k = 1 (pozri komentar za rieSenim): 2 body.

Celkom potom dajte maximum z poctov bodov za B, C, D a E.

Nech k je kruznica opisand danému ostrouhlému trojuholniku ABC. Nech P je vnutorny bod toho oblika BC
kruznice k, ktory neobsahuje bod A. Ozna¢me Q priesecnik useciek AP a BC a U a V stredy kruznic opisanych
postupne trojuholnikom BPQ a CPQ. Dokézte, Ze ak priamka UV prechadza niektorym vrcholom trojuholnika
ABC, tak jeden z bodov U a V lezi na kruzZnici k.

(Michal Janik)
RieSenie 1:
KruZnice so stredmi U a V maju spolo¢nu tetivu PQ. Priamka UV je tak osou tejto isecky a pretne ju v jej strede.
Preto priamka UV nemoZe prechadzat vrcholom A, kedZe ten lezi na priamke PQ, avsak nie vo vnutri usecky

PQ. Upresnime eSte, Ze vdaka ostrouhlosti trojuholnika ABC oba stredy U a V zrejme lezia vo vnutri polroviny
BCP. (Uhly BPQ a CPQ su totiZ oba ostré, pretoze st zhodné postupne s uhlami BCA a CBA.)

Aby sme dokazali implikaciu zo zadania dlohy, predpokladajme najprv, Ze priamka UV prechadza vrcholom C:

V trojuholniku PQC potom os strany PQ prechadza vrcholom C, teda tento trojuholnik je rovnoramenny s hlav-
nym vrcholom C. Preto plati

|«BQA| = |«CQP| = |«CPQ| = |«CPA| = |«CBA|,

pricom v poslednom kroku sme vyuzili zhodnost obvodovych uhlov nad oblikom AC kruznice k. Trojuholnik
BQA je tak rovnoramenny s hlavnym vrcholom A. Oba body A a U preto lezia na osi tisecky BQ, odkial vyplyva

|%BAU| = 90° — |%ABQ| = 90° — |«CQP| = |«BCU|.

Usecku BU teda vidno z bodov A a C pod rovnakym uhlom, a $tvorica bodov B, U, C a A teda leZi na jednej
kruznici. Bod U preto leZi na kruznici opisanej trojuholniku ABC, Co je kruznica k.

V druhom pripade, ked priamka UV prechadza vrcholom B, z analogického postupu vyplyva, Ze na kruZnici k
lezi bod V. (M6Zeme vsak tiez navzajom vymenit oznacenie vrcholov B a C.)

RieSenie 2:

0dlisnym spésobom posudime vyssie rozoberany pripad, ked priamka UV prechadza vrcholom C, takze je
osou sumernosti rovnoramenného trojuholnika PQC. Nech X je priese¢nik polpriamky CV s kruznicou k. Staci

ukazat, Ze priamka AX je osou usecky BQ, pretoZe vzhladom na to, Ze priamka CX je osou usecky PQ, uZ potom
bude platit X = U,ateda U € k.



KedZe polpriamka CX je osou uhla PCQ ciZe PCB, je bod X stredom toho oblika BP kruZznice k, ktory neprecha-
dza bodom C. Z toho vyplyva zhodnost styroch obvodovych uhlov PCX, BCX, PAX a BAX. OznaCme eSte R stred
usecky PQ a Y priesecnik useciek BQ a AX. Potom porovnanim vnutornych uhlov podfarbenych trojuholnikov
AQY a CQR zistujeme, Ze uhol AYQ je rovnako ako uhol CRQ pravy. Os AX uhla BAQ je teda kolma na tsecku
BQ, a preto je priamka AX je osou tejto usecky.

Poznamka:

Dodajme, Ze prave podany vyklad je mozné obmenit napriklad tak, Ze na odvodenie kolmosti AX a BQ vyuZijeme
Stvoruholnik XRQY alebo AYRC, pri ktorych je mozné zo zhodnosti vhodnych uhlov l'ahko nahliadnut, ze st
tetivové.

Pokyny:

1 bod dajte za konStatovanie (aj bez dokazu), Ze na priamke UV nemoze lezat vrchol 4, a 5 bodov za vyrieSenie
situacie, ked priamka UV prechadza vrcholom B alebo C. Dalsie pokyny zapisujeme len pre pripad, ked priamka
UV prechadza vrcholom C ako v oboch podanych rieSeniach.

V netplnych rieseniach 5-bodovej Casti ocenite Ciasto¢né kroky nasledovne. Tolerujte pritom absenciu tvodnej
zmienky o tom, Ze stredy U a V lezia vo vnutri polroviny BCP.

Za postup podobny prvému rieSeniu dajte 1 bod za dékaz rovnoramennosti trojuholnika PQC a 2 body za dokaz
rovnoramennosti trojuholnika BQ A. Ak riesSitel vyuZziva tieto alebo iné z nich vyplyvajice poznatky bez dékazov,
dajte najviac 3 body z 5 moznych bodow.

Za postup podobny druhému rieseniu dajte:

e 1 bod za zavedenie priesecnika X s vyjadrenym imyslom dokazat rovnost U = X;
¢ 1 bod za dokaz, Ze zavedeny bod X je stredom obluka BP;
¢ 2 body za dokaz, Ze isecky AX a BQ sd navzajom kolmé.

Pokial rieSitel vyuZiva tieto alebo iné z nich vyplyvajice poznatky bez dékazov, dajte najviac 3 body z 5 moZnych
bodow.

Sucet 74 (nie nutne réznych) redlnych Cisel z uzavretého intervalu [4, 10] je 356. Urcte najvacsiu moznu hodnotu
suctu ich druhych mocnin.

(Zdenék Pezlar)
RieSenie 1:
Oznacme ¢isla zo zadania xy, ..., X74. Pre kazdé i z predpokladu x; € [4, 10] zrejme vyplyva (x; —4)(10—x;) = 0,
¢o po roznasobeni ddva x? < 14x; — 40. S¢itanim tychto nerovnosti pre vietky i z {1, ..., 74} tak dostdvame

X2+ x2+ o+ x%, < 14(x; + Xy + -+ x74) — 40 - 74 = 14 - 356 — 40 - 74 = 2024.

Rovnost nastava prave vtedy, ked’ je kazdé ¢islo x; rovné 4 alebo 10.

Skupina 74 cisel zlozena z 64 Cisel 4 a 10 ¢isel 10 ma sucet 356 a sucet druhych mocnin 2024.

To znamena3, Ze najvacsia mozna hodnota stictu druhych mocnin je 2024.

RieSenie 2:

KaZdu postupnost A ¢isel x4, ..., x74 z [4, 10] so sti¢tom 356 nazveme pripustnou skupinou a ozname S, sucet
x? + -+ + x2, apy polet takych indexov i, Ze x; je 4 alebo 10. Zaver, Ze najvicsia mozna hodnota S, existuje a je
rovna 2024, vyplynie z nasledujtcich dvoch tvrdeni.



1 Pripustna skupina M taka, Ze py; = 73, je (aZ na poradie cisel) jedind. Pozostava z 10 ¢isel 10 a 64 Cisel 4
aSy =2024.

2 Pre kazdu pripustnu skupinu 4 takq, Ze p, < 72 existuje pripustna skupina B taka, Ze Sgp > Sy aps > ps-

Podla 1) totiZ staci dokazat nerovnost S, < 2024 pre l'ubovolnu pripustnt skupinu A takq, Ze p, < 72. Ak na
nu uplatnime opakovane zaver 2), celkom najviac (73 — p)-krat, dostaneme sa od vychodiskovej skupiny A
k pripustnej skupine M.

Dokaz 1: Nebudeme opakovat dokaz toho, o sme zistili v predchadzajicom rieSeni: Pripustna skupina M taka,
Ze py = 74, je jeding, je zloZena z 10 Cisel 10 a 64 Cisel 4 a S, = 2024. Tvrdenie 1) tak plati, pokial neexistuje
ziadna pripustna skupina A tak, Ze p, = 73. Posledné dokdZeme sporom.

Nech teda existuje pripustna skupina A taka, Ze p4, = 73. Taka skupina je teda zloZena z d cisel 10, 73 — d cisel
4 ajedného cisla x, kde 4 < x < 10.Z rovnosti

10d + (73 —d) - 4+ x = 356

vyplyva x = 64 — 6d. Plati teda 4 < 64 — 6d < 10, ¢iZze 54 < 6d < 60,ateda9 < d < 10, ¢o je spor.
Dokaz 2: Nech pripustna skupina A Cisel x4, ..., x7,4 je taka, Ze py < 72. Aspon dva cleny tejto skupiny sa teda

nerovnaju ani 4 ani 10. Vyberme preto dva jej ¢leny x; a x; také, Ze 4 < x; < x; < 10ai # j. Nech
¢ = min(x; — 4,10 — xj),

takZe ¢ > 0.V uvaZovanej pripustnej skupine A nahradme clen x; mens$im ¢islom x; — ¢ a ¢len x; vac$im cislom
xj + ¢, ¢im dostaneme skupinu B. Touto zmenou zostane urcite zachovany stcet 356 vSetkych 74 cisel. NavySe
vdaka vyberu c nastava v platnych nerovnostiach ¢ < x; — 4 a ¢ < 10 — x; aspoii jedna rovnost, teda oba nové
Cleny x; — c ax;j + c lezia v intervale [4, 10] a aspoti jeden z nich je rovny 4 alebo 10. Nova skupina B ¢isel je teda
pripustnd a plati pg > p4. KedZe

(G =)+ (xj +0)?) — (xl2 + sz) =x?—2cx; +c*+ x]-2 +2cx, +c% — sz - sz =2c(x; —x;) + 2¢2 >0,

plati aj Sp > S,.

Poznamka:

KedZe vsetkych pripustnych skupin 74 Cisel je nekonecne vela, nie je existencia najvicsej moznej hodnoty S,
samozrejma, ani ked’ ukdZeme, Ze mnoZina vSetkych hodnoét S, je zhora ohranic¢end. Bez dokazu tejto existencie
nemozno podané rieSenie viest zjednodusenym spdésobom, pri ktorom sa zaoberame iba otdzkou, ako musi
vyzerat kazda pripustna skupina A taka, Ze S, je najvacsie mozné.

Poznamka:

Predlozené rieSenie mdZeme eSte upravit nasledujicim spésobom: Pre kazdé i z {1, ..., 74} nech y; = x; — 7.
Z predpokladu x; € [4,10] plynie y; € [—3, 3]. S¢itanim vSetkych tychto 74 rovnosti vzhladom na podmienku
zo zadania dostaneme, Ze

74
Zyi =356—74-7 = —162.
i=1
Potom
74 74 74 74 74 74
inz =) (v, +7)? =2yi2+142yi+74-72 =Zyi2—14-162+74-49=Zyi2+1358.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Vzhladom na zrejmy odhad y? < 9 odtial opét plynie

74
inz < 74-9+ 1358 = 2024,
i=1
kde rovnost nastane prave vtedy, ked’ pre kazdé i z {1, ..., 74} plati y; € {—3, 3}. (Tento, teraz zrejmy, odhad
znamend, ze 9 > (x; — 7)? = x? — 14x; + 49, ¢o je po Uprave nerovnost x? < 14x; — 40 odvodena v rieseni.)

Ked%e —162 = 54 - (—3), skupina (v, ..., y74) spiiiajica podmienku y; + y, + -+ + y;, = —162 obsahuje prave
64 ¢isel —3 a 10 cisel 3. Zodpovedajica skupina c¢isel (x4, ..., x74) teda obsahuje 64 ¢isel 4 a 10 ¢isel 10.



Pokyny:
V neuplnych rieSeniach oceiite ¢iastkové kroky takto:
A Spravna odpoved’ bez zd6évodnenia: 0 bodov.
B1 Dokaz nerovnosti x? + -+ + x2, < 2024: 5 bodov.
B2 Uvedenie vyhovujtceho prikladu, ked x? + -+ + x2, = 2024 (staf aj uhadnutie): 1 bod.
C1 Doékaz tvrdenia 1): 2 body, po 1 bode za pripady p = 73 ap = 74.
C2 Dokaz tvrdenia 2): 3 body.
C3 Zdoévodnenie, preco pre kazda pripustnd skupinu s hodnotou p mensou nez 73 sa najde pripustna skupina

s vacsim suctom S a hodnotou p aspoi 73: 4 body.

Celkom potom dajte maximum zo sti¢tu poctov bodov za B1 a B2 a st¢tu poctu bodov za C1 a maxima z poctu
bodov C2 a C3.

Za riesenie, ktoré vyuziva nedokazanu existenciu najvacsieho mozného suctu, dajte najviac 4 body.




