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54. ro¢énik Matematickej olympiady Zadania 1loh vyberového ststredenia

(Sustredenie sa konalo 24.—30. 4. 2005.)

1. Dana je priamka p a kruznica k, ktord s nou nemé spolo¢ny bod. Nech AB je jej priemer
kolmy na p, pricom B je blizsie k p ako A. Vyberieme lubovolny bod C # A, B na k. Priamka
AC pretina priamku p v bode D. Priamka DF je doty¢nicou k v bode E, pricom B a F st na
tej istej strane AC. Priamka BFE pretina p v bode F' a priamka AF pretina k v G # A. Nech
H je obraz bodu G v stmernosti podla priamky AB. Dokazte, ze H lezi na priamke C'F.

2. Nech a, b, ¢ st kladné redlne &isla, pre ktoré plati ab + bc + ca = 1. Dokézte nerovnost
1 1 1 1
</+6b+ §/+6c+ <’/+6a§ —.
a b c abc

3. Nech A je matica typu n x n a nech X; je mnozina koeficientov v i-tom riadku a Yj je
mnozina koeficientov v j-tom stipci (pre vSetky 1 < 4,5 < n). Maticu A nazveme zlatd, ak
X1,Xs,..., X, Y1,Ys, ... )Y, sl r6zne mnoziny. Najdite najmensie n také, ze existuje zlatéa
matica typu 2005 x 2005 s mnozinou koeficientov {1,2,... ,n}.

Kedy nastéva rovnost?

4. Reédlne éisla z, y, z spliiaji vztahy

r+y+z=4,
22 +y*+ 22 =6.

Aké hodnoty moze nadobudat x?

5. Dané je tabulka 25 x 100. Allan a Bob hraju takato hru: Hrac, ktory je na tahu, nakresli
trojuholnik s vrcholmi v stredoch policok tabulky. Ziadne dva nakreslené trojuholniky nesmu
mat spoloény bod. V fahoch sa hraci pravidelne striedaji. Prehrava ten, ¢o je na fahu, ale uz
nemoze nakreslit Ziaden dalsi trojuholnik. Allan za¢ina. Ma niektory z hracov vifaznu stratégiu?

6. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Nech P, N su péty jeho vySok z vrcholov A, B. Nech
K, L st prieseéniky osi uhlov BAC, ABC' s protilahlymi stranami. Nech O je stred opisanej
kruZnice a I stred vpisanej kruznice trojuholnika ABC'. Dokézte, %e body N, P, I st kolinedrne
prave vtedy, ked body L, K, O st kolinearne.

7. Najdite vSetky prirodzené ¢isla n také, ze n | 3™ — 2™.

8. Nech P je konvexny mnohouholnik. Dokézte, Ze existuje konvexny Sestuholnik, ktory je
vpisany do P a obsahuje aspon 75% jeho obsahu.

9. Majme tri postupnosti (z1,z2,... ,Zn), (Y1,Y2,--- ,Yn), (22, 23,... ,22,) kladnych redlnyc
¢isel, pricom plati nych nych
Zi J 2— xlyja pre Véetky 1 < Z,] < n.

Ozna¢me M = max{z2, 23, ... , 22, }. Dokazte nerovnost

Tyt T+ T Yrtyet oty
n n '

Z

M+z+z+ o+
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10. Nech f(k) oznacuje pocet prirodzenych ¢isel n s vlastnostami
)0 < n < 10%, t.j. ¢slo n ma v desiatkovom zapise prave k dislic (nuly na
zaciatku su povolené);
i) ¢islice ¢isla n  moézu byt poprehadzované tak, Ze vysledné ¢islo bude
delitelné ¢islom 11 bezo zvysku.
Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo m plati f(2m) = 10f(2m — 1).

11. Najdite vSetky funkcie f : R — R, ktoré spliiaji rovnost

Ff@)+f) = f2)* +y
pre kazdu dvojicu realnych ¢isel x, y.

12. Pre dané prirodzené ¢islo n > 1 oznacme s, sucin vsetkych takych kladnych celych cisel
mensich ako n, Ze n je delitelom ¢isla 22 — 1. (Mame teda sy = 1,53 =1-2, 54 =1-3,...) Pre
kazdé n > 1 urcte zvysSok s, po deleni ¢islom n.

13. Dany je trojuholnik ABC'. Oznacme postupne P, ), R pity kolmic spustenych z vrcholov A,
B, C na osi vonkajsich uhlov trojuholnika pri vrcholoch C, A, B. Oznacme d priemer kruZnice
opisanej trojuholniku PQR. Dokézte, ze d? = o? + s2, pricom o je polomer kruznice vpisanej
do trojuholnika ABC a s je polovica obvodu trojuholnika ABC.

14. Oznacéme p(k) najviac¢si neparny delitel prirodzeného ¢isla k& = 1. Dokazte, ze pre kazdé
prirodzené ¢islo n plati

2 “p(k) 2
- - - 1 .
3n<k§1 ? < 3(n—i— )

15. Policka Sachovnice n x n, kde n = 3, st zafarbené na ¢ierno a bielo klasickym spdsobom.
V jednom fahu mézeme vybrat Stvorec 2 x 2 a zmenit farbu vsetkych jeho poli¢ok na opaént.
Najdite vSetky n také, Ze po koneénom pocte popisanych tahov vieme zafarbif Sachovnicu tak,
ze vSetky policka maja rovnaku farbu.

16. Nech O je stred kruznice opisanej ostrouhlému trojuholniku ABC, v ktorom plati 8 < +.
Priamka AO pretina stranu BC' v bode D. Stredy kruznic opisanych trojuholnikom ABD a
ACD ozna¢me postupne E a F. Bod G lezi na priamke AB tak, Ze bod A je vnutornym bodom
usecky BG a plati |AG| = |AC|. Bod H lezi na priamke AC tak, ze bod A je vnitornym bodom
tsecky CH a plati |AH| = |AB|. Dokéazte, Ze §tvoruholnik EFGH je obdlznik prave vtedy, ked
v — 3 =60°.

17. Najdite vsetky funkcie f : Ng — Ny spliajace f(1) > 0 a rovnost f(m? +n?) = f(m)? +
+ f(n)? pre vietky m, n z Np.



