
MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA 2023/2024
Riešenia úloh domáceho kola kategórie B

1 Koľko neprázdnych podmnožı́n množiny {0, 1, … , 9}má súčet prvkov deliteľný 3?
(Eliška Macáková)

Riešenie 1:
Vyjdeme z toho, že pri delenı́ ľubovoľným kladný prirodzeným čı́slom je zvyšok súčtu niekoľkých celých čı́sel
rovnaký ako zvyšok čı́sla, ktoré dostaneme sčı́tanı́m zvyškov jednotlivých sčı́tancov.
Preto 10 zadaných čı́sel rozdelı́me podľa ich zvyškov po delenı́ 3 do troch množı́n

𝐴0 = {0, 3, 6, 9},
𝐴1 = {1, 4, 7},
𝐴2 = {2, 5, 8}.

Sčı́tance z 𝐴0 nijako neovplyvňujú zvyšky skúmaných súčtov. Každý z týchto výsledných zvyškov je jednoznačne
určený dvoma počtami, a to počtom sčı́tancov z 𝐴1, ktorý označı́me 𝑥, a počtom sčı́tancov z 𝐴2, ktorý označı́me
𝑦. Zrejme 𝑥, 𝑦 ∈ {0, 1, 2, 3}, teda prebratı́m všetkých možných dvojı́c (𝑥, 𝑦)môžeme otestovať, pre ktoré z nich
je súčet 𝑥 čı́sel z 𝐴1 a 𝑦 čı́sel z 𝐴2 deliteľný 3.
V dvoch skupinách teraz popı́šeme (už bez vysvetlenia) všetky typy vyhovujúcich výberov čı́sel z obochmnožı́n
𝐴1, 𝐴2 a uvedieme ich počty.
• V prı́pade, že z𝐴1 nevyberieme žiadne čı́slo, z𝐴2 musı́me vybrať 0 alebo 3 čı́sla. Rovnaký záver o výbere z𝐴2
platı́ aj v prı́pade, keď z 𝐴1 vyberieme 3 čı́sla. V oboch prı́padoch dokopy tak máme pre výber čı́sel z 𝐴1 ∪𝐴2
štyri možnosti a to ∅, {2, 5, 8}, {1, 4, 7}, {1, 4, 7, 2, 5, 8}.

• Zostávajú prı́pady, keď z 𝐴1 vyberieme 1 alebo 2 čı́sla. Potom rovnaký počet čı́sel musı́me vybrať aj z 𝐴2.
Keďže každá trojprvková množina má 3 jednoprvkové a 3 dvojprvkové podmnožiny, máme dokopy ďalšı́ch
3 ⋅ 3 + 3 ⋅ 3 čiže 18možnostı́ výberu čı́sel z 𝐴1 ∪ 𝐴2 (nebudeme ich tu, samozrejme, vypisovať).

Existuje teda celkom4+18 čiže22 vyhovujúcich výberov čı́sel z𝐴1∪𝐴2. Každý z nich jemožné doplniť o niektoré
čı́sla zo 4‑prvkovej množiny 𝐴0 práve 24 čiže 16 spôsobmi. Počet všetkých vyhovujúcich výberov z 𝐴0 ∪𝐴1 ∪𝐴2
je teda 22 ⋅ 16 čiže 352, kde je avšak započı́taná aj prázdna množina. Preto je hľadaný počet 351.
Poznámka:
Rýchlejšı́ postup je možné založiť na tom, že súčet zo zadania je deliteľný 3 práve vtedy, keď je deliteľný 3 súčet
𝑥+2𝑦, ktorý je možné výhodne zameniť čı́slom o 3𝑦menšı́m, teda 𝑥−𝑦. Pre čı́sla 𝑥 a 𝑦 z {0, 1, 2, 3} to znamená,
že buď 𝑥 = 𝑦, alebo |𝑥 − 𝑦| = 3.
Riešenie 2:
Budeme riešiť všeobecnejšiu úlohu, a to pre každé prirodzené čı́slo 𝑘 nájsť počet 𝑝(𝑘) tých podmnožı́n množiny
{0, 1, … , 3𝑘}, ktoré majú súčet prvkov deliteľný 3. (Za súčet prvkov prázdnej množiny považujeme 0.) Odpoveď
na otázku z pôvodnej úlohy potom bude 𝑝(3) − 1.
V prı́pade 𝑘 = 0 je daná množina {0}, takže zrejme platı́ 𝑝(0) = 2 (vyhovujú obe podmnožiny ∅ a {0}).
Dƽ alej odvodı́me vzorec, podľa ktorého je možné hodnotu 𝑝(𝑘 + 1) vypočı́tať z hodnôt 𝑘 a 𝑝(𝑘), a to pre každé
prirodzené čı́slo 𝑘. (V takejto situácii hovorı́me, že postupnosť 𝑝 je určená rekurentne.) Každú podmnožinu
množiny {0, 1, … , 3𝑘+3}môžeme zostrojiť tak, že najskôr vyberieme podmnožinumnožiny {0, 1, … , 3𝑘} a tú po‑
tom zjednotı́me s podmnožinoumnožiny {3𝑘+1, 3𝑘+2, 3𝑘+3}. Posúďme všetkymožnosti, kedy takto vznikne
množina so súčtom prvkov, ktorý je deliteľný 3.
• Ak vyberieme podmnožinu𝑀množiny {0, 1, … , 3𝑘} so súčtom prvkov deliteľným 3, musı́me ju potom zjed‑
notiť s jednou zo štyroch množı́n ∅, {3𝑘 + 3}, {3𝑘 + 1, 3𝑘 + 2} a {3𝑘 + 1, 3𝑘 + 2, 3𝑘 + 3}. Keďže takýchto
podmnožı́n 𝑀 je práve 𝑝(𝑘), dostaneme z nich prvých 4𝑝(𝑘) podmnožı́n, ktoré patria do hľadaného počtu
𝑝(𝑘 + 1).

• Podmnožı́n množiny {0, 1, … , 3𝑘}, ktoré sme v predchádzajúcom prı́pade neuvažovali, je práve 23𝑘+1−𝑝(𝑘).
Ľubovoľná z nichmá súčet prvkov, ktorý pri delenı́ tromi dáva buďzvyšok1, alebo zvyšok2. V prı́pade zvyšku
1 potommusı́me takúto podmnožinu zjednotiť z jednou z dvochmnožı́n {3𝑘+2} a {3𝑘+2, 3𝑘+3}, v prı́pade
zvyšku 2 s jednou z dvoch množı́n {3𝑘 + 1} a {3𝑘 + 1, 3𝑘 + 3}. Bez ohľadu na to, koľko je prvých prı́padov



a koľko je tých druhých, je jasné, že dokopy dostaneme ďalšı́ch 2 ൫23𝑘+1 − 𝑝(𝑘)൯ podmnožı́n, ktoré patria do
hľadaného počtu 𝑝(𝑘 + 1).
(Počty oboch prı́padov sú v skutočnosti rovnaké. Všetky podmnožiny 𝑀1 so „súčtovým“ zvyškom 1 možno
totiž spárovať so všetkými podmnožinami𝑀2 so „súčtovým“ zvyškom 2 tak, že v ľubovoľnom páre (𝑀1, 𝑀2)
jednu z množı́n dostaneme z druhej množiny, ak v nej každé zastúpené čı́slo 𝑐 zamenı́me čı́slom 3𝑘 − 𝑐.)

Zhrnutı́m oboch čiastkových výsledkov dostávame

𝑝(𝑘 + 1) = 4𝑝(𝑘) + 2 ൫23𝑘+1 − 𝑝(𝑘)൯ = 2 ൫23𝑘+1 + 𝑝(𝑘)൯ .

Keďže 𝑝(0) = 2, postupne určı́me 𝑝(1) = 8, 𝑝(2) = 48, 𝑝(3) = 352. (Dƽ alšie členy postupnosti 𝑝 už na riešenie
pôvodnej úlohy nepotrebujeme.)
Poznámka:
Použitı́m princı́pu matematickej indukcie možno ľahko overiť, že pre každé prirodzené čı́slo 𝑘 platı́

𝑝(𝑘) = ൫22𝑘 + 2൯ ⋅ 2𝑘+1
3 .

Riešenie 3:
Znovu sa budeme venovať zovšeobecneniu súťažnej úlohy, a to nájsť pre každé prirodzené čı́slo 𝑘 počet 𝑝(𝑘)
tých podmnožı́n množiny {0, 1, … , 3𝑘}, ktoré majú súčet prvkov deliteľný 3.
UƵ vodná časť bude rovnaká ako v prvom riešenı́. Zadaných 3𝑘 + 1 čı́sel rozdelı́me podľa ich zvyškov po delenı́ 3
do troch množı́n

𝐴0 = {0, 3, … , 3𝑘},
𝐴1 = {1, 4, … , 3𝑘 − 2},
𝐴2 = {2, 5, … , 3𝑘 − 1}

a každú vyhovujúcu podmnožinu budeme konštruovať v tvare𝑀 ∪ 𝑃, kde𝑀 ⊆ 𝐴0 a 𝑃 ⊆ 𝐴1 ∪ 𝐴2. Keďže čı́sla
z 𝑀 sú deliteľné 3, môžeme za 𝑀 vybrať ktorúkoľvek z 2𝑘+1 podmnožı́n (𝑘 + 1)‑prvkovej množiny 𝐴0. Preto
budeme hľadať hodnotu 𝑝(𝑘) v tvare

𝑝(𝑘) = 2𝑘+1 ⋅ 𝑞(𝑘),
kde 𝑞(𝑘) je počet tých podmnožı́n množiny 𝐴1 ∪ 𝐴2, ktoré majú súčet prvkov deliteľný 3.
Hodnota 𝑝(𝑘) je úplne určená tým, že množina 𝐴1 je zložená z 𝑘 rôznych čı́sel so zvyškom 1 a množina 𝐴2 z 𝑘
rôznych čı́sel so zvyškom 2. Vezmeme preto iné dve množiny týchto vlastnostı́, a to

𝐵1 = {20, 22, … , 22𝑘−2},
𝐵2 = {21, 23, … , 22𝑘−1}.

(Využili sme to, že 1 je zvyšok čı́sla 22𝑗 a 2 je zvyšok čı́sla 22𝑗+1 pre každé prirodzené čı́slo 𝑗.) Hodnota 𝑞(𝑘)
potom bude počet tých podmnožı́n v 𝐵1 ∪ 𝐵2, ktoré majú súčet prvkov deliteľný 3. Súčet prvkov akejkoľvek
podmnožiny množiny 𝐵1 ∪ 𝐵2 je čı́slo z množiny {0, 1, 2, … , 22𝑘 − 1}, pretože 22𝑘 − 1 je súčet všetkých čı́sel
z množiny 𝐵1 ∪ 𝐵2. (Cƽ ı́slo 22𝑘 − 1 je totiž v dvojkovej sústave zapı́sané 2𝑘 jednotkami.)
Naopak, z jednoznačnosti zápisu čı́sel v dvojkovej sústave vyplýva, že pre každé 𝑠 z množiny {0, 1, 2, … , 22𝑘 −
1} existuje práve jedna podmnožina množiny 𝐵1 ∪ 𝐵2 so súčtom prvkov rovným čı́slu 𝑠. Vďaka tejto bijekcii
medzi množinou {0, 1, 2, … , 22𝑘 − 1} a množinou všetkých podmnožı́n množiny 𝐵1 ∪ 𝐵2 dochádzame k záveru,
že hľadaný počet 𝑞(𝑘) je rovný počtu tých čı́sel z {0, 1, 2, … , 22𝑘 −1}, ktoré sú deliteľné 3. Keďže najmenšie čı́slo
0 aj najväčšie čı́slo 22𝑘 − 1 z tejto množiny sú deliteľné 3, platı́

𝑞(𝑘) = 1 + 22𝑘 − 1
3 = 22𝑘 + 2

3 .

Z toho už zı́skavame výsledný vzorec

𝑝(𝑘) = 2𝑘+1 ⋅ 2
2𝑘 + 2
3 = ൫22𝑘 + 2൯ ⋅ 2𝑘+1

3 .

Poznámka:
Podobne ako v predchádzajúcich dvoch riešeniach je možné tiež dokázať nasledujúce tvrdenia.



Pre každé prirodzené 𝑛0 označme 𝑃(𝑛) počet tých podmnožı́n množiny {0, 1, … , 𝑛}, ktoré majú súčet prvkov
deliteľný 3. Potom 𝑃(0) = 𝑃(1) = 2, 𝑃(2) = 4 a pre každé prirodzené 𝑘 platı́

𝑃(3𝑘 + 4) = 2 ⋅ ൫23𝑘+2 + 𝑃(3𝑘 + 1)൯

a
𝑃(3𝑘 + 5) = 2 ⋅ ൫23𝑘+3 + 𝑃(3𝑘 + 2)൯ .

Explicitne

𝑃(3𝑘 + 1) = ൫22𝑘+1 + 1൯ ⋅ 2𝑘+1
3

a
𝑃(3𝑘 + 2) = ൫22𝑘+1 + 1൯ ⋅ 2𝑘+2

3 .

(Hodnoty 𝑃(3𝑘) sme predtým mali pod označenı́m 𝑝(𝑘).)

2 Určte všetky možné hodnoty výrazu

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3
(𝑏 + 𝑐)3 + (𝑐 + 𝑎)3 + (𝑎 + 𝑏)3 ,

ak 𝑎, 𝑏, 𝑐 sú reálne čı́sla také, že platı́
𝑎

𝑏 + 𝑐 = 𝑏
𝑐 + 𝑎 = 𝑐

𝑎 + 𝑏 .

(Michal Rolı́nek)
Riešenie:
Zo zadania vyplýva, že čı́sla 𝑎, 𝑏, 𝑐 splƵňajú podmienky 𝑏 + 𝑐 ≠ 0, 𝑐 + 𝑎 ≠ 0, 𝑎 + 𝑏 ≠ 0. Za týchto predpokladov
ekvivalentne upravı́me prvú zo zadaných rovnostı́:

𝑎
𝑏 + 𝑐 = 𝑏

𝑐 + 𝑎 ,

𝑎(𝑐 + 𝑎) = 𝑏(𝑏 + 𝑐),
𝑎𝑐 + 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑏𝑐,

(𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏) + 𝑐(𝑎 − 𝑏) = 0,
(𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = 0.

Analogickými úpravami druhej rovnosti a tiež rovnosti tretieho zlomku s prvým zlomkom dostaneme

(𝑏 − 𝑐)(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = 0

a
(𝑐 − 𝑎)(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = 0.

Za spomı́naných predpokladov reálne čı́sla 𝑎, 𝑏, 𝑐 splƵňajú zadanie práve vtedy, keď platı́ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 alebo
𝑎 = 𝑏 = 𝑐.
• V prı́pade, keď 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0, máme

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3
(𝑏 + 𝑐)3 + (𝑐 + 𝑎)3 + (𝑎 + 𝑏)3 = 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3

(−𝑎)3 + (−𝑏)3 + (−𝑐)3 = −1,

ak platı́ 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 ≠ 0, inak výraz nemá zmysel.
• V prı́pade, keď 𝑎 = 𝑏 = 𝑐, máme

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3
(𝑏 + 𝑐)3 + (𝑐 + 𝑎)3 + (𝑎 + 𝑏)3 = 𝑎3 + 𝑎3 + 𝑎3

(2𝑎)3 + (2𝑎)3 + (2𝑎)3 = 1
8 ,

tentoraz za podmienky, že 𝑎 ≠ 0.
Zostáva ukázať, že obe nájdené hodnoty sú dosiahnuteľné:
• Rovnosť 𝑎+𝑏+𝑐 = 0 je splnená naprı́klad v prı́pade (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (1, 1, −2). Vtedy platı́ podmienka zo zadania
a výraz zo zadania má naozaj hodnotu−1.



• Rovnosť 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 je splnená naprı́klad v prı́pade (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (1, 1, 1), Vtedy platı́ podmienka zo zadania
a výraz zo zadania má naozaj hodnotu 1/8.

Zadaný výraz má jediné dve možné hodnoty, a to−1 a 1/8.
Riešenie 2:
Označme 𝑘 spoločnú hodnotu zadaných troch zlomkov. Potom zrejme platia rovnosti

𝑎 = 𝑘(𝑏 + 𝑐),
𝑏 = 𝑘(𝑐 + 𝑎),
𝑐 = 𝑘(𝑎 + 𝑏).

Pokiaľ má zadaný výraz zmysel, vďaka týmto rovnostiam platı́

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3
(𝑏 + 𝑐)3 + (𝑐 + 𝑎)3 + (𝑎 + 𝑏)3 = 𝑘3(𝑏 + 𝑐)3 + 𝑘3(𝑐 + 𝑎)3 + 𝑘3(𝑎 + 𝑏)3

(𝑏 + 𝑐)3 + (𝑐 + 𝑎)3 + (𝑎 + 𝑏)3 = 𝑘3.

Možné hodnoty 𝑘 určı́me z tývhto zrovnostı́ ich sčı́tanı́m:

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = 2𝑘(𝑎 + 𝑏 + 𝑐),

odkiaľ
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(1 − 2𝑘) = 0.

Platı́ teda 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 alebo 1 − 2𝑘 = 0. Prvá rovnosť znamená 𝑘 = −1, druhá 𝑘 = 1/2. Zƽ e sú obe tieto
hodnoty 𝑘 dosiahnuteľné, ukazujú rovnaké prı́klady trojı́c (𝑎, 𝑏, 𝑐) ako v prvom riešenı́. Keďže pre nemá zadaný
výraz zmysel, jediné jeho možné hodnoty sú (−1)3 čiže−1 a (1/2)3 čiže 1/8.
Poznámka:
Ukážme, že na určenie možných hodnôt 𝑘 môžeme so sústavou rovnostı́ (1) narábať aj inak. Odčı́tanı́m druhej
rovnosti od prvej dostaneme 𝑎−𝑏 = 𝑘(𝑏 −𝑎), čiže (𝑎 −𝑏)(𝑘 +1) = 0. Analogicky zı́skame (𝑏 − 𝑐)(𝑘 +1) = 0.
Platı́ teda 𝑘 = −1 alebo 𝑎 − 𝑏 = 𝑏 − 𝑐 = 0. Posledné však znamená 𝑎 = 𝑏 = 𝑐, čomu zodpovedá 𝑘 = 1/2.
Riešenie 3:
Upravı́me zadané rovnosti troch zlomkov, a to tak, že ku každému z ich pripočı́tame 1. Dostaneme

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
𝑏 + 𝑐 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐

𝑐 + 𝑎 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐
𝑎 + 𝑏 .

Platı́ teda 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 alebo
1

𝑏 + 𝑐 = 1
𝑐 + 𝑎 = 1

𝑎 + 𝑏 , odkiaľ 𝑏 + 𝑐 = 𝑐 + 𝑎 = 𝑎 + 𝑏.

Z posledných dvoch rovnostı́ však vyplýva 𝑎 = 𝑏 = 𝑐. Dƽ alej už môžeme pokračovať ako v prvom riešenı́.

3 Nech 𝐸 je stred strany 𝐴𝐷 obdlƵžnika 𝐴𝐵𝐶𝐷. Nech päta 𝐹 kolmice z vrcholu 𝐵 na priamku 𝐶𝐸 ležı́ vnútri úsečky
𝐶𝐸. Nech 𝐺 je päta kolmice z bodu 𝐹 na stranu 𝐴𝐷. Dokážte, že priamka 𝐶𝐸 rozpoľuje uhol 𝐴𝐹𝐺.

(Jaroslav Sƽvrček)
Riešenie 1:
Uvedieme tri pozorovania, z ktorých vyplynie zhodnosť štyroch uhlov vyznačených na obrázku dvoma oblúčik‑
mi. Vďaka dvom z nich – uhlom 𝐴𝐹𝐸 a 𝐺𝐹𝐸 – priamka 𝐶𝐸 naozaj rozpoľuje uhol 𝐴𝐹𝐺.

𝐴 𝐵

𝐶𝐷

𝐸

𝐹𝐺



• Keďže oba uhly 𝐵𝐴𝐸 a 𝐵𝐹𝐸 sú pravé (a ich vrcholy 𝐴, resp. 𝐹 ležia v opačných polrovinách s hraničnou
priamkou 𝐵𝐸), podľa Tálesovej vety je štvoruholnı́k 𝐴𝐵𝐹𝐸 tetivový. V kružnici jemu opı́sanej tak (podľa
vety o obvodových uhloch) platı́ |∢𝐴𝐹𝐸| = |∢𝐴𝐵𝐸|.

• Trojuholnı́ky 𝐴𝐵𝐸 a 𝐷𝐶𝐸 sú zhodné podľa vety sus, pretože |𝐴𝐵| = |𝐷𝐶|, |𝐴𝐸| = |𝐷𝐸| a oba uhly 𝐵𝐴𝐸
a 𝐶𝐷𝐸 sú pravé. Preto platı́ |∢𝐴𝐵𝐸| = |∢𝐷𝐶𝐸|.

• UƵ sečky 𝐶𝐷 a 𝐹𝐺 sú kolmé na stranu 𝐴𝐷, a teda navzájom rovnobežné. Podľa vety o súhlasných uhloch tak
platı́ |∢𝐷𝐶𝐸| = |∢𝐺𝐹𝐸|.

Dokopy už dostávame
|∢𝐴𝐹𝐸| = |∢𝐴𝐵𝐸| = |∢𝐷𝐶𝐸| = |∢𝐺𝐹𝐸| ,

ako sme chceli dokázať.
Poznámka:
Namiesto použitia vety sus stačı́ konštatovať súmernosť pravouholnı́ka 𝐴𝐵𝐶𝐷 podľa spoločnej osi protiľahlých
strán 𝐵𝐶 a 𝐴𝐷, ktorá prechádza bodom 𝐸.
Riešenie 2:
Tentoraz potrebnú zhodnosť uhlov 𝐴𝐹𝐸 a 𝐺𝐹𝐸 dokážeme pomocou bodu 𝐻, ktorý zavedieme ako priesečnı́k
priamok 𝐶𝐸 a 𝐴𝐵:

𝐴 𝐵

𝐶𝐷

𝐸

𝐹𝐺

𝐻
Trojuholnı́ky 𝐴𝐸𝐻 a 𝐷𝐸𝐶 sú zhodné podľa vety usu, lebo |𝐴𝐸| = |𝐷𝐸|, pri vrcholoch 𝐴, 𝐷 majú pravé uhly a pri
vrchole 𝐸 zhodné vrcholové uhly. Vďaka tomu platı́ |𝐴𝐻| = |𝐷𝐶|, teda aj |𝐴𝐻| = |𝐴𝐵|. Bod 𝐴 je tak stredom
úsečky 𝐻𝐵, ktorá je preponou pravouhlého trojuholnı́ka 𝐻𝐵𝐹. Stred kružnice jemu opı́sanej je podľa Tálesovej
vety teda práve bod 𝐴. Platı́ preto |𝐴𝐹| = |𝐴𝐻|, teda v trojuholnı́ku 𝐴𝐹𝐻 sú zhodné vnútorné uhly 𝐴𝐻𝐹 a 𝐴𝐹𝐻,
čo je uhol 𝐴𝐹𝐸. K jeho zhodnosti s uhlom 𝐺𝐹𝐸 tak už len zostáva dokázať zhodnosť uhlov 𝐴𝐻𝐹 a 𝐺𝐹𝐸. To sú
však striedavé uhly medzi dvoma kolmicami 𝐴𝐻 a 𝐹𝐺 na stranu 𝐴𝐷, teda medzi dvoma rovnobežkami.
Poznámka:
Rovnosť |𝐴𝐻| = |𝐴𝐵| vyplýva aj z toho, že 𝐴𝐸 je stredná priečka trojuholnı́ka 𝐵𝐶𝐻. Je totiž rovnobežná so stra‑
nou 𝐵𝐶 a má oproti nej polovičnú dlƵžku.

4 Rozhodnite, či existuje pätica kladných celých čı́sel
a) (𝑎, 𝑎, 𝑎, 𝑎, 𝑏), kde 𝑎, 𝑏 sú rôzne čı́sla,
b) (𝑎, 𝑎, 𝑏, 𝑏, 𝑐), kde 𝑎, 𝑏, 𝑐 sú rôzne čı́sla,
v ktorých je každé z týchto čı́sel deliteľom súčtu každých troch zo zvyšných štyroch čı́sel.

(Jaroslav Zhouf)
Riešenie:

a) Najskôr určı́me, ktoré deliteľnosti majú platiť.
V zadanej pätici (𝑎, 𝑎, 𝑎, 𝑎, 𝑏) sú dve rôzne čı́sla 𝑎 a 𝑏. Cƽ ı́slo 𝑎má deliť jednak 𝑎 + 𝑎 + 𝑎, čo platı́ pre každé 𝑎,
jednak 𝑎 + 𝑎 + 𝑏, čo zrejme nastane práve vtedy, keď 𝑎 | 𝑏.
Cƽ ı́slo 𝑏má deliť 𝑎 + 𝑎 + 𝑎 čiže 3𝑎.
Máme teda rozhodnúť, či môže zároveň platiť 𝑎 | 𝑏 a 𝑏 | 3𝑎. Odpoveď je áno, ako potvrdzuje prı́pad 𝑎 = 1
a 𝑏 = 3, kedy zadaná pätica je (1, 1, 1, 1, 3).

b) Cƽ ı́slo 𝑎má okrem iného deliť 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 aj 𝑏 + 𝑏 + 𝑐, takže aj ich rozdiel 𝑎 − 𝑏, a teda aj 𝑏.
Analogicky, čı́slo 𝑏má okrem iného deliť 𝑎 + 𝑎 + 𝑐 aj 𝑎 + 𝑏 + 𝑐, takže aj ich rozdiel 𝑎 − 𝑏, a teda aj 𝑎.
Keďže má súčasne platiť 𝑎 | 𝑏 a 𝑏 | 𝑎, platı́ že 𝑎 = 𝑏, čo je spor.
Zƽ iadna vyhovujúca pätica (𝑎, 𝑎, 𝑏, 𝑏, 𝑐) neexistuje.



Poznámka:
Ukážeme, že v časti a) sú všetky vyhovujúce pätice tvaru (𝑎, 𝑎, 𝑎, 𝑎, 3𝑎). Naozaj, prvá podmienka 𝑎 | 𝑏 znamená,
že 𝑏 = 𝑘𝑎 pre vhodné prirodzené čı́slo 𝑘. Zvyšnú druhú podmienku 𝑏 | 3𝑎 potommôžeme prepı́sať ako 𝑘𝑎 | 3𝑎
alebo𝑘 | 3, a tak 𝑘 = 1 alebo𝑘 = 3. Podľa zadania však platı́𝑎 ≠ 𝑏, teda𝑎 ≠ 𝑘𝑎, odkiaľ𝑘 ≠ 1. Jediné vyhovujúce
𝑘 je tak 3.
Poznámka:
V časti a) môžeme nejaký vyhovujúci prı́klad rovno vypı́sať (ako keby sme ho uhádli) a potom vykonať skúšku.
Alebo sa na úvod rozhodneme výhodne zvoliť 𝑎 = 1 (čı́slo 1 je totiž samozrejmý deliteľ) a potom si všimneme,
že stačı́, aby zodpovedajúca pätica (1, 1, 1, 1, 𝑏) splƵňala jedinú podmienku 𝑏 | 1 + 1 + 1.

5 Nech pomer polomeru kružnice vpı́sanej do pravouhlého trojuholnı́ka a polomeru kružnice jemu opı́sanej je
2 ∶ 5. Dokážte, že dlƵžka jednej z jeho strán je aritmetickým priemerom dlƵžok zvyšných dvoch strán.

(Mária Dományová)
Riešenie 1:
Označme 𝑎 a 𝑏 dlƵžky odvesien a 𝑐 dlƵžku prepony uvažovaného pravouhlého trojuholnı́ka. Polomer 𝑅 kružnice
jemu opı́sanej je daný vzorcom𝑅 = 1

2𝑐 vďaka Tálesovej vete, zatiaľ čo pre polomer 𝑟 kružnice vpı́sanej je známy
vzorec 𝑟 = 1

2(𝑎 + 𝑏 − 𝑐).
Zo zadaného vzťahu 𝑟 ∶ 𝑅 = 2 ∶ 5 po dosadenı́ uvedených vzorcov dostaneme

𝑎 + 𝑏 − 𝑐
𝑐 = 2

5 ,

po úprave
𝑎
𝑐 + 𝑏

𝑐 − 1 = 2
5 ,

𝑎
𝑐 + 𝑏

𝑐 = 7
5 .

Podľa Pytagoovej vety
𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2,

takže
𝑎2
𝑐2 + 𝑏2

𝑐2 = 1,

ቆ𝑎𝑐 ቇ
2
+ ቆ𝑏𝑐 ቇ

2
= 1.

Nech 𝑥 = 𝑎
𝑐 a 𝑦 = 𝑏

𝑐 , dostávame tak sústavu rovnı́c

𝑥 + 𝑦 = 7
5 ,

𝑥2 + 𝑦2 = 1
s neznámymi 𝑥 a 𝑦. Tú vyriešime bežnou metódou: Z prvej rovnice

𝑦 = 7
5 − 𝑥,

takže z druhej

𝑥2 + ቆ75 − 𝑥ቇ
2
= 1,

z čoho
𝑥2 + 49

25 − 14
5 𝑥 + 𝑥2 = 1,

2𝑥2 − 14
5 𝑥 + 24

25 = 0,

𝑥2 − 7
5𝑥 +

12
25 = 0,



čo je kvadratická rovnica s koreňmi 3
5 a 4

5 . Naša sústava rovnı́c tak má práve dve riešenia ቀ35 ,
4
5ቁ a ቀ45 ,

3
5ቁ. To

znamená, že trojica strán (𝑎, 𝑏, 𝑐)má pre každý vyhovujúci trojuholnı́k tvar (3𝑑, 4𝑑, 5𝑑) alebo (4𝑑, 3𝑑, 5𝑑), kde
𝑑 je kladné reálne čı́slo.
Keďže 4𝑑 je aritmetickým priemerom zvyšných dlƵžok 3𝑑 a 5𝑑, tvrdenie zo zadania je dokázané.
Poznámka:
Vďaka vzorcu 𝑟 = 1

2(𝑎 + 𝑏 − 𝑐) je dlƵžka 𝑑 rovná práve polomeru 𝑟.
Poznámka:
Naznačme, ako je možné po odvodenı́ vzťahu (𝑎 + 𝑏 − 𝑐)/𝑐 = 2/5 postupovať inak. Vyplýva z neho vyjadrenie
𝑐 = 5(𝑎 + 𝑏)/7, ktoré dosadı́me za 𝑐 do rovnosti 𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 z Pytagorovej vety. Po jednoduchých úpravách
dostaneme rovnosť

12𝑎2 − 25𝑎𝑏 + 12𝑏2 = 0.
Vyriešenı́m tejto kvadratickej rovnice s neznámou 𝑎 a parametrom 𝑏 zı́skame korene 3𝑏/4 a 4𝑏/3. Zo vzťahu
𝑐 = 5(𝑎 + 𝑏)/7 tak dlƵžky strán nášho trojuholnı́ka tvoria jednu z trojı́c (3𝑏/4, 𝑏, 5𝑏/4) alebo (4𝑏/3, 𝑏, 5𝑏/3),
z ktorých po preznačenı́ 𝑏 = 4𝑑, resp. 𝑏 = 3𝑑 dostaneme rovnaké trojice (3𝑑, 4𝑑, 5𝑑) a (4𝑑, 3𝑑, 5𝑑) ako v pôvod‑
nom riešenı́.
Riešenie 2:

𝑟

𝑟

𝑟

𝑟

𝑥
𝑥

𝑦

𝑦

Na obrázku je nakreslený pravouhlý trojuholnı́k, kružnica jemu vpı́saná s vyznačenými bodmi dotyku a tri im
prislúchajúce polomery veľkosti 𝑟. Tie rozdeľujú celý trojuholnı́k na štvorec so stranou dlƵžky 𝑟 a dva štvoruhol‑
nı́ky, ktoré sú deltoidmi vďaka ich súmernostiampodľa vyznačených uhlopriečok ležiacich na osiach vnútorných
uhlov trojuholnı́ka. Jeden deltoid tak má strany dlƵžok 𝑟, 𝑟, 𝑥, 𝑥 a druhý strany dlƵžok 𝑟, 𝑟, 𝑦, 𝑦. Odvesny trojuhol‑
nı́ka majú teda dlƵžky 𝑥 + 𝑟, 𝑦 + 𝑟 a jeho prepona má dlƵžku 𝑥 + 𝑦. Preto podľa Pytagorovej vety platı́

(𝑥 + 𝑟)2 + (𝑦 + 𝑟)2 = (𝑥 + 𝑦)2

a polomer 𝑅 kružnice opı́sanej má vďaka Tálesovej vete veľkosť 𝑅 = 1
2(𝑥 + 𝑦). Po jej dosadenı́ do zadanej

podmienky 𝑟 ∶ 𝑅 = 2 ∶ 5 dostaneme 𝑟 = 1
5(𝑥 + 𝑦). Z toho vyplýva 𝑥 + 𝑦 = 5𝑟, a teda 𝑦 = 5𝑟 − 𝑥. Z toho

dostávame
(𝑥 + 𝑟)2 + ((5𝑟 − 𝑥) + 𝑟)2 = (5𝑟)2,

takže
(𝑥 + 𝑟)2 + (6𝑟 − 𝑥)2 = (5𝑟)2,

(𝑥2 + 2𝑥𝑟 + 𝑟2) + (36𝑟2 − 12𝑟𝑥 + 𝑥2) = 25𝑟2,
2𝑥2 − 10𝑥𝑟 + 12𝑟2 = 0,
𝑥2 − 5𝑥𝑟 + 6𝑟2 = 0.

To je kvadratická rovnica s neznámou 𝑥 a parametrom 𝑟, ktorá má korene 2𝑟 a 3𝑟. Podľa vzorca 𝑦 = 5𝑟 − 𝑥 tak
dostávame trojice (3𝑟, 4𝑟, 5𝑟) a (4𝑟, 3𝑟, 5𝑟), takže tvrdenie zo zadania úlohy platı́.
Riešenie 3:
Nech 𝐴𝐵𝐶 je predmetný pravouhlý trojuholnı́k s preponou 𝐴𝐵. Nech 𝑎 = |𝐵𝐶| a 𝑏 = |𝐶𝐴|, bez ujmy na všeobec‑
nosti 𝑎 ≥ 𝑏. Potom podľa Pytagorovej vety

|𝐵𝐶| = ට|𝐵𝐶|2 + |𝐶𝐴|2 = ඥ𝑎2 + 𝑏2.

Nech 𝐼 je stred kružnice vpı́sanej do trojuholnı́ka 𝐴𝐵𝐶 a 𝑟 je jej polomer.



𝐴

𝐵

𝐶

𝐼

Potom platı́
1
2𝑎𝑏 =

1
2 ⋅ |𝐵𝐶| ⋅ |𝐶𝐴| = S(𝐴𝐵𝐶) = S(𝐴𝐵𝐼) + S(𝐵𝐶𝐼) + S(𝐶𝐴𝐼)

= 1
2 ⋅ |𝐵𝐶| ⋅ |𝐴| 𝐵𝐶 + 1

2 ⋅ |𝐶𝐴| ⋅ |𝐵| 𝐶𝐴 + 1
2 ⋅ |𝐴𝐵| ⋅ |𝐶| 𝐴𝐵

= 1
2𝑎𝑟 +

1
2𝑏𝑟 +

1
2
ඥ𝑎2 + 𝑏2𝑟 = 1

2𝑟 ቀ𝑎 + 𝑏 + ඥ𝑎2 + 𝑏2ቁ ,

z čoho
𝑟 = 𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏 + √𝑎2 + 𝑏2
.

Keďže stred kružnice opı́sanej trojuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶 ležı́ v strede jeho prepony, jej polomer je 1
2√𝑎

2 + 𝑏2, podľa
zadania teda platı́

𝑟
1
2√𝑎

2 + 𝑏2
= 2
5 .

Upravujme:
5𝑟 = ඥ𝑎2 + 𝑏2,

5 ⋅ 𝑎𝑏
𝑎 + 𝑏 + √𝑎2 + 𝑏2

= ඥ𝑎2 + 𝑏2,

5𝑎𝑏 = ඥ𝑎2 + 𝑏2 ቀ𝑎 + 𝑏 + ඥ𝑎2 + 𝑏2ቁ ,

5𝑎𝑏 = ඥ𝑎2 + 𝑏2(𝑎 + 𝑏) + (𝑎2 + 𝑏2),

5𝑎𝑏 − (𝑎2 + 𝑏2) = ඥ𝑎2 + 𝑏2(𝑎 + 𝑏),
25𝑎2𝑏2 − 10𝑎𝑏(𝑎2 + 𝑏2) + (𝑎2 + 𝑏2)2 = (𝑎2 + 𝑏2)(𝑎 + 𝑏)2,

25𝑎2𝑏2 − (10𝑎3𝑏 + 10𝑎𝑏3) + (𝑎4 + 2𝑎2𝑏2 + 𝑏4) = (𝑎2 + 𝑏2)(𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2),
25𝑎2𝑏2 − 10𝑎3𝑏 − 10𝑎𝑏3 + 𝑎4 + 2𝑎2𝑏2 + 𝑏4 = 𝑎4 + 2𝑎3𝑏 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎2𝑏2 + 2𝑎𝑏3 + 𝑏4,

0 = 12𝑎3𝑏 − 25𝑎2𝑏2 + 12𝑎𝑏3,
0 = 12𝑎2 − 25𝑎𝑏 + 12𝑏2,

0 = 𝑎2
𝑏2 −

25
12 ⋅ 𝑎𝑏 + 1,

0 = ൭൬𝑎𝑏൰
2
− 2 ⋅ 𝑎𝑏 ⋅ 2524 + ቆ2524ቇ

2
൱ − ൭ቆ2524ቇ

2
− 1൱ ,

0 = ቆ𝑎𝑏 − 25
24ቇ

2
− ቆ25

2

242 − 1ቇ ,

0 = ቆ𝑎𝑏 − 25
24ቇ

2
− 252 − 242

242 ,

0 = ቆ𝑎𝑏 − 25
24ቇ

2
− (25 − 24)(25 + 24)

242 ,



0 = ቆ𝑎𝑏 − 25
24ቇ

2
− 1 ⋅ 49

242 ,

0 = ቆ𝑎𝑏 − 25
24ቇ

2
− 72
242 ,

0 = ቆ𝑎𝑏 − 25
24ቇ

2
− ቆ 7

24ቇ
2
,

0 = ቆቆ𝑎𝑏 − 25
24ቇ +

7
24ቇቆቆ

𝑎
𝑏 − 25

24ቇ −
7
24ቇ ,

0 = ቆ𝑎𝑏 − 18
24ቇቆ

𝑎
𝑏 − 32

24ቇ ,

0 = ቆ𝑎𝑏 − 3
4ቇቆ

𝑎
𝑏 − 4

3ቇ ,

𝑎
𝑏 ∈ ቊ34 ,

4
3ቋ ,

a keďže 𝑎 ≥ 𝑏, t. j. 𝑎𝑏 ≥ 1, platı́ 𝑎𝑏 = 4
3 , t. j. 𝑏 =

3
4𝑎. Nech 𝑥 =

𝑎
4 , potom

|𝐵𝐶| = 𝑎 = 4𝑥,

takže
|𝐶𝐴| = 𝑏 = 3

4𝑎 = 3
4 ⋅ 4𝑥 = 3𝑥,

a teda
|𝐴𝐵| = ඥ𝑎2 + 𝑏2 = ඥ(4𝑥)2 + (3𝑥)2 = ඥ16𝑥2 + 9𝑥2 = ඥ25𝑥2 = 5𝑥.

Naozaj teda platı́
|𝐶𝐴| + |𝐴𝐵|

2 = 5𝑥 + 3𝑥
2 = 8𝑥

2 = 4𝑥 = |𝐵𝐶| .

6 Rozhodnite, či možno štvorcovú tabuľku 4 × 4 vyplniť navzájom rôznymi prirodzenými čı́slami od 1 do 16 tak,
že v každom riadku aj každom stlƵpci existuje čı́slo, ktorého 7‑násobok je súčtom zvyšných troch čı́sel.

(Jaromı́r Sƽ imša)
Riešenie:
Dokážeme sporom, že to nie je možné.
Predpokladajme, že taká vyhovujúca tabuľka existuje. Potom v jej prvom riadku je čı́slo 𝑎 a tri čı́sla so súčtom
7𝑎, v druhom čı́slo 𝑏 a tri čı́sla so súčtom 7𝑏, v treťom čı́slo 𝑐 a tri čı́sla so súčtom 7𝑐, vo štvrtom čı́slo 𝑑 a tri čı́sla
so súčtom 7𝑑. Súčty čı́sel v riadkoch sú potom postupne 8𝑎, 8𝑏, 8𝑐, 8𝑑, takže pre súčet všetkých 16 zapı́saných
čı́sel platı́

8(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑) = 1 + 2 +⋯+ 16 = (1 + 16) + (2 + 15) + ⋯ + (8 + 9) = 8 ⋅ 17,

odkiaľ vyplýva 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 17. Keďže súčet akýchkoľvek troch čı́sel z tabuľky je menšı́ ako 3 ⋅ 16 = 48, sú
menšie ako 48 všetky štyri čı́sla 7𝑎, 7𝑏, 7𝑐, 7𝑑. Preto každé z navzájom rôznych čı́sel 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 je menšie ako 7.
Ich súčet je však 17 a pritom 5 + 4 + 3 + 2 = 14 < 17, preto jedno z čı́sel 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 je rovné 6.
Ak zopakujeme predchádzajúcu úvahu pre stlƵpce uvažovanej tabuľky, zistı́me dokopy, že čı́slo 6 má v tabuľke
takúto pozı́ciu: Cƽ ı́slu 7 ⋅ 6 čiže 42 sa rovná jednak súčet troch ďalšı́ch čı́sel z riadku čı́sla 6, jednak súčet troch
ďalšı́ch čı́sel z jeho stlƵpca. Súčet šiestich rôznych čı́sel tabuľky sa tak rovná čı́slu 2 ⋅42 čiže 84, pritom však súčet
šiestich najväčšı́ch čı́sel z tabuľky je iba 16+15+14+13+12+11 čiže 81. Zı́skaný spor existenciu vyhovujúcej
tabuľky vylučuje.
Poznámka:
V tejto tabuľke vyplnenej čı́slami od 1 do 16 sa nájde – s výnimkou posledného stlƵpca – v každom riadku aj stlƵpci
čı́slo, ktorého sedemnásobok je rovný súčtu ostatných troch čı́sel (v riadkoch ideo čı́sla2,4,5,6, v stlƵpcocho čı́sla
3, 4, 5).
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Vidı́me, že z ôsmich požiadaviek úlohy ich možno splniť sedem.
Riešenie 2:
Dôkaz sporom začneme rovnako ako v prvom riešenı́ až do odvodenia rovnosti 𝑎+𝑏+𝑐+𝑑 = 17 so sčı́tancami
menšı́mi ako 7. Dƽ alej už budeme pokračovať inak.
Cƽ ı́sla 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 so súčtom 17 sú štyri sčı́tance zo súčtu 1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6 rovného 21. Zvyšné dva sčı́tance tak
majú súčet 21 − 17 čiže 4, ide preto o čı́sla 1 a 3, teda platı́ {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} = {2, 4, 5, 6}. Zdôraznime, že je to štvorica
čı́sel z rôznych riadkov a analogicky aj z rôznych stlƵpcov.
Uvažujme teraz pozı́ciu čı́sla 2. Ako vieme, v jeho riadku aj v jeho stlƵpci sú po tri čı́sla so súčtom rovným 7 ⋅ 2
čiže 14. Dokopy ide o šesť rôznych čı́sel so súčtom 2 ⋅ 14 čiže 28, ktoré sú navyše rôzne od 2, 4, 5, 6. Súčet takých
šiestich čı́sel je však aspoň 1 + 3 + 7 + 8 + 9 + 10 čiže 38, čo je spor.
Poznámka:
Iné dokončenie: Obe trojice čı́sel, ktoré zdieľajú s čı́slom 2 rovnaký riadok alebo rovnaký stlƵpec, musia byť
zložené z čı́sel 1, 3 a 10, lebo iné tri do úvahy prichádzajúce čı́sla s požadovaným súčtom 7 ⋅ 2 čiže 14 zrejme
neexistujú.


