MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

Riesenia uloh domaceho kola kategorie B

1 Kol'’ko neprazdnych podmnoZzin mnoziny {0, 1, ..., 9} ma sucet prvkov delitelny 3?
(Eliska Macéakova)
RieSenie 1:
Vyjdeme z toho, Ze pri deleni l'ubovolnym kladny prirodzenym ¢islom je zvySok suctu niekol'kych celych ¢isel
rovnaky ako zvysok ¢isla, ktoré dostaneme sc¢itanim zvySkov jednotlivych scitancov.
Preto 10 zadanych ¢isel rozdelime podla ich zvyskov po deleni 3 do troch mnoZin

Ay ={0,3,6,9},
Al = {1! 4’ 7};
A, = {2,5,8).

Scitance z A nijako neovplyviuja zvysky skimanych suctov. Kazdy z tychto vyslednych zvySkov je jednoznacne
urcéeny dvoma poctami, a to poc¢tom sc¢itancov z A4, ktory oznac¢ime x, a po¢tom scitancov z A,, ktory oznacime
y. Zrejme x,y € {0, 1, 2, 3}, teda prebratim vSetkych moznych dvojic (x, y) mdZeme otestovat, pre ktoré z nich
je sucet x Cisel z A, a y Cisel z A, delitelny 3.

V dvoch skupinach teraz popiSeme (uz bez vysvetlenia) vSetky typy vyhovujtcich vyberov ¢isel z oboch mnozin
A4, A, auvedieme ich pocty.

e Vpripade, Ze z A, nevyberieme Ziadne ¢islo, z A, musime vybrat 0 alebo 3 ¢isla. Rovnaky zaver o vybere z A4,
plati aj v pripade, ked’ z A, vyberieme 3 ¢isla. V oboch pripadoch dokopy tak mame pre vyber ¢isel zA4; U 4,
$tyri moznostiato 9, {2,5,8},{1,4,7},{1,4,7,2,5,8}.

e Zostavaju pripady, ked z A; vyberieme 1 alebo 2 ¢isla. Potom rovnaky pocet ¢isel musime vybrat aj z 4,.
KedZe kazda trojprvkova mnoZina ma 3 jednoprvkové a 3 dvojprvkové podmnoZziny, mame dokopy dalsich
3 -3+ 3 -3 ¢iZe 18 moZnosti vyberu ¢isel z A; U A, (nebudeme ich tu, samozrejme, vypisovat).

Existuje teda celkom 4+ 18 Cize 22 vyhovujucich vyberov Cisel z A; UA,. Kazdy z nich je mozné doplnit o niektoré
¢isla zo 4-prvkovej mnoziny A, prave 2* ¢ize 16 spdsobmi. Pocet vietkych vyhovujucich vyberovz 4, U A; U A,
je teda 22 - 16 cize 352, kde je avSak zapocitand aj prazdna mnoZina. Preto je hladany pocet 351.

Poznamka:

Rychlejsi postup je mozné zalozit na tom, Ze stcet zo zadania je delitelny 3 prave vtedy, ked' je delitelny 3 sticet
x + 2y, ktory je mozné vyhodne zamenit ¢islom o 3y mensim, teda x —y. Pre ¢islax ay z {0, 1, 2, 3} to znamena,
Ze bud’ x = y, alebo |x — y| = 3.

RieSenie 2:

Budeme riesit vSeobecnejsiu tlohu, a to pre kazdé prirodzené ¢islo k najst pocet p(k) tych podmnozin mnoziny
{0,1, ..., 3k}, ktoré maju sucet prvkov delitelny 3. (Za sucet prvkov prazdnej mnoziny povazujeme 0.) Odpoved
na otazku z pévodnej ilohy potom bude p(3) — 1.

V pripade k = 0 je dand mnozina {0}, takze zrejme plati p(0) = 2 (vyhovuji obe podmnoziny @ a {0}).

Dalej odvodime vzorec, podla ktorého je mozné hodnotu p(k + 1) vypocitat’ z hodnét k a p(k), a to pre kazdé
prirodzené cislo k. (V takejto situacii hovorime, Ze postupnost p je urcend rekurentne.) Kazdu podmnoZinu
mnoziny {0, 1, ..., 3k + 3} mdZeme zostrojit tak, Ze najskor vyberieme podmnozinu mnoziny {0, 1, ..., 3k} a td po-
tom zjednotime s podmnozinou mnoziny {3k + 1, 3k + 2, 3k + 3}. Posid'me vSetky moZznosti, kedy takto vznikne
mnozina so suc¢tom prvkov, ktory je delitelny 3.

e Ak vyberieme podmnozinu M mnoziny {0, 1, ..., 3k} so stictom prvkov delitelnym 3, musime ju potom zjed-
notit' s jednou zo Styroch mnoZin @, {3k + 3}, {3k + 1,3k + 2} a {3k + 1,3k + 2,3k + 3}. KedZe takychto
podmnozin M je prave p(k), dostaneme z nich prvych 4p(k) podmnozin, ktoré patria do hl'adaného poctu
p(k +1).

¢ Podmnozin mnoziny {0, 1, ..., 3k}, ktoré sme v predchadzajicom pripade neuvazovali, je prave 23%*1 —p (k).
Lubovolna z nich ma sucet prvkov, ktory pri deleni tromi dava bud’ zvySok 1, alebo zvysok 2. V pripade zvysku
1 potom musime taktto podmnozinu zjednotit z jednou z dvoch mnoZin {3k +2} a {3k + 2, 3k + 3}, v pripade
zvysku 2 s jednou z dvoch mnozin {3k + 1} a {3k + 1, 3k + 3}. Bez ohladu na to, kol'ko je prvych pripadov



a kol’ko je tych druhych, je jasné, Ze dokopy dostaneme dalsich 2 (23’“r1 - p(k)) podmnoZin, ktoré patria do
hladaného poctu p(k + 1).

(Pocty oboch pripadov su v skutoc¢nosti rovnaké. Vsetky podmnoziny M; so ,suctovym* zvySkom 1 mozno
totiz sparovat’ so vSetkymi podmnozinami M, so ,stictovym"“ zvySkom 2 tak, Ze v lubovolnom pare (M, M)
jednu z mnozin dostaneme z druhej mnoziny, ak v nej kazdé zasttipené cislo ¢ zamenime ¢islom 3k — c.)

Zhrnutim oboch ¢iastkovych vysledkov dostavame
p(k+1) = 4p(k) + 2 (23%*1 — p(k)) = 2 (23%*1 + p(k)).

Ked%e p(0) = 2, postupne uré¢ime p(1) = 8, p(2) = 48, p(3) = 352. (Dalsie ¢leny postupnosti p uz na riesenie
povodnej dlohy nepotrebujeme.)
Poznamka:

Pouzitim principu matematickej indukcie moZzno lahko overit, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo k plati

(22k + 2) . 2k+1
plk) = ————.
RieSenie 3:
Znovu sa budeme venovat zovSeobecneniu sttaznej ulohy, a to najst pre kazdé prirodzené ¢islo k pocet p(k)
tych podmnozin mnoziny {0, 1, ..., 3k}, ktoré majua sucet prvkov delitelny 3.
Uvodna ¢ast bude rovnaka ako v prvom rieseni. Zadanych 3k + 1 &isel rozdelime podla ich zvyskov po deleni 3
do troch mnozin

Ao ={0,3, ..., 3k},
A ={1,4,..,3k — 2},
Ay =1{2,5,..,3k — 1}

a kazdu vyhovujicu podmnozinu budeme konStruovat v tvare M U P, kde M € Ay a P € A; U A,. KedZe ¢isla
z M su delitelné 3, mdéZeme za M vybrat ktortkolvek z 2¥*1 podmnozin (k + 1)-prvkovej mnoZiny A,. Preto
budeme hladat hodnotu p(k) v tvare

p(k) = 2K+ - q(k),
kde gq(k) je pocet tych podmnozin mnoziny A; U A,, ktoré maja stucet prvkov delitelny 3.

Hodnota p(k) je uplne urcena tym, Ze mnoZina A; je zloZena z k roznych Cisel so zvysSkom 1 a mnozina A, z k
réznych cisel so zvysSkom 2. Vezmeme preto iné dve mnoziny tychto vlastnosti, a to

B, = {2°,22,...,22k2),
B, = {21,23,.., 221,

(Vyuzili sme to, Ze 1 je zvy$ok ¢isla 22/ a 2 je zvy$ok ¢isla 22/*1 pre kazdé prirodzené ¢islo j.) Hodnota q (k)
potom bude pocet tych podmnozin v B; U B,, ktoré maju stucet prvkov delitelny 3. Stacet prvkov akejkolvek
podmnoZiny mnoZiny B; U B, je ¢&islo z mnoZiny {0,1, 2, ..., 22K — 1}, pretoze 2% — 1 je stcet vsetkych &isel
z mnozZiny B; U B,. (Cislo 22¥ — 1 je totiZ v dvojkovej stistave zapisané 2k jednotkami.)

Naopak, z jednoznacnosti zapisu ¢isel v dvojkovej stistave vyplyva, Ze pre kazdé s z mnoZiny {0,1,2, ..., 22K —
1} existuje prave jedna podmnoZzina mnoziny B; U B, so suctom prvkov rovnym cislu s. Vdaka tejto bijekcii
medzi mnoZinou {0, 1,2, ..., 22% — 1} a mnoZinou vetkych podmnoZin mnoZiny B; U B, dochadzame k zaveru,
7e hladany pocet q(k) je rovny poctu tych &isel z {0, 1, 2, ..., 22¥ — 1}, ktoré st delitelné 3. Ked%e najmensie ¢islo
0 aj najvacsie &islo 22% — 1 z tejto mnoZiny su delitelné 3, plati

2% —1 2% 42

qtk) =1+ 3 3

Z toho uz ziskavame vysledny vzorec

2%k 2 (2% 4 2) . 2k+1

k) = 2k+1.
p(k) 3 3

Poznamka:

Podobne ako v predchadzajicich dvoch rieSeniach je mozné tiez dokazat' nasledujtce tvrdenia.



Pre kazdé prirodzené n0 oznacme P(n) pocet tych podmnoZin mnoziny {0, 1, ..., n}, ktoré maju sucet prvkov
delitelny 3. Potom P(0) = P(1) = 2, P(2) = 4 a pre kazdé prirodzené k plati

PBk+4)=2-(23%*2+ P(3k + 1))

PBk+5)=2- (2% + P(3k +2)).

Explicitne
(22k+1 + 1) . 2k+1
3

(22k+1 + 1) . 2k+2
3 .

PGBk+1) =

Pk +2) =

(Hodnoty P(3k) sme predtym mali pod oznacenim p(k).)

2 Urcte vSetky mozné hodnoty vyrazu

a®+b3+c3
(b+¢)+ (c+a)+ (a+b)¥

ak a, b, c st redlne cisla také, Ze plati
a b c

b+c c+a a+b

(Michal Rolinek)
RieSenie:
Zo zadania vyplyva, Ze ¢isla a, b, ¢ spliiaji podmienky b + ¢ # 0,c 4+ a # 0,a + b # 0. Za tychto predpokladov
ekvivalentne upravime prvi zo zadanych rovnosti:
a b
b+c c+a’
a(c+a)=b(b+0),
ac + a? = b? + b,
(a=b)(a+b)+c(a—Db)=0,

(a=—b)(a+b+c)=0.

Analogickymi Gpravami druhej rovnosti a tieZ rovnosti tretieho zlomku s prvym zlomkom dostaneme

(b-c)a+b+c)=0

(c—a)(a+b+c)=0.

Za spominanych predpokladov realne ¢isla a, b, ¢ spiiiaji zadanie prave vtedy, ked plati a + b + ¢ = 0 alebo
a=b=c.
e Vypripade, ked a + b + ¢ = 0, mame
a®+ b3+ c3 a®+ b3+ 3

brofrraP r@rby  (—aP F(bP+ (=P~ ©

ak plati a® + b3 + ¢3 # 0, inak vyraz nema zmysel.
e Vypripade, ked a = b = ¢, madme

a’+b3+c3 ad+a3+ad 1

(b+c)B3+(c+aB¥+(@+b)3  (2a)®+ (2a)3 + 2a)? 8’

tentoraz za podmienky, Ze a # 0.
Zostava ukazat, Ze obe najdené hodnoty st dosiahnutelné:

e Rovnost a+b+c = 0je splnena napriklad v pripade (a, b, ¢) = (1,1, —2). Vtedy plati podmienka zo zadania
a vyraz zo zadania ma naozaj hodnotu —1.



e Rovnost a = b = c je splnena napriklad v pripade (a, b,c) = (1,1,1), Vtedy plati podmienka zo zadania
a vyraz zo zadania ma naozaj hodnotu 1/8.

Zadany vyraz ma jediné dve mozné hodnoty,ato —1a 1/8.
RieSenie 2:

Oznacme k spoloc¢ni hodnotu zadanych troch zlomkov. Potom zrejme platia rovnosti

a=k(+c),
b=k(c+a),
c =k(a+b).

Pokial' ma zadany vyraz zmysel, vdaka tymto rovnostiam plati

a’+b*+c? KB+ )P+ (c+a) +kP(a+b)? 3
(b+c)B¥+(c+ad+@+b)® (b+cP+(c+a)®+(a+b)3

Mozné hodnoty k ur¢ime z tyvhto zrovnosti ich s¢itanim:
(a+b+c)=2k(a+b+0),

odkial

(a+b+c)(1—-2k)=0.
Plati tedaa + b + ¢ = 0 alebo 1 — 2k = 0. Prva rovnost znamend k = —1, druhd k = 1/2. Ze su obe tieto
hodnoty k dosiahnutel'né, ukazuja rovnaké priklady trojic (a, b, ¢) ako v prvom rieSeni. KedZe pre ne ma zadany
vyraz zmysel, jediné jeho moZné hodnoty st (—1)3 ¢ize —1 a (1/2)3 ¢ize 1/8.
Poznamka:
Ukazme, Ze na urcenie moznych hodnot k mozeme so stistavou rovnosti (1) narabat’ aj inak. Odc¢itanim druhej
rovnosti od prvej dostaneme a — b = k(b — a), ¢ize (a — b)(k + 1) = 0. Analogicky ziskame (b —c)(k + 1) = 0.
Platiteda k = —1 aleboa — b = b — ¢ = 0. Posledné vSak znamend a = b = ¢, Comu zodpovedd k = 1/2.
RieSenie 3:

Upravime zadané rovnosti troch zlomkov, a to tak, Ze ku kazdému z ich pripocitame 1. Dostaneme

a+b+c a+b+c a+b+c

b+c =~ c¢c+a = a+b

Platitedaa + b + ¢ = 0 alebo

1 1 1
= = , odkial b+c=c+a=a+b.
b+c c¢c+a a+b

Z poslednych dvoch rovnosti vak vyplyva a = b = c. Dalej uz méZzeme pokracovat’ ako v prvom rieseni.

Nech E je stred strany AD obdlznika ABCD. Nech pita F kolmice z vrcholu B na priamku CE leZi vnutri usecky
CE. Nech G je pata kolmice z bodu F na stranu AD. Dokazte, Ze priamka CE rozpoluje uhol AFG.

(Jaroslav Svréek)
RieSenie 1:
Uvedieme tri pozorovania, z ktorych vyplynie zhodnost Styroch uhlov vyznacenych na obrazku dvoma oblucik-
mi. Vdaka dvom z nich - uhlom AFE a GFE - priamka CE naozaj rozpoluje uhol AFG.
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e KedZe oba uhly BAE a BFE su pravé (a ich vrcholy 4, resp. F leZia v opacnych polrovinach s hrani¢nou
priamkou BE), podla Talesovej vety je Stvoruholnik ABFE tetivovy. V kruZnici jemu opisanej tak (podla
vety o obvodovych uhloch) plati |*AFE| = |XABE]|.

 Trojuholniky ABE a DCE st zhodné podla vety sus, pretoze |AB| = |DC|, |AE| = |DE]| a oba uhly BAE
a CDE su pravé. Preto plati |€ABE| = |<DCE)|.

o Use¢ky CD a FG st kolmé na stranu AD, a teda navzajom rovnobeZné. Podla vety o stihlasnych uhloch tak
plati |*DCE| = |XGFE]|.
Dokopy uz dostavame
|*AFE| = |<ABE| = |&DCE| = |&GFE]|,
ako sme chceli dokazat.
Poznamka:

Namiesto pouzitia vety sus staci konstatovat simernost pravouholnika ABCD podla spoloc¢nej osi protilahlych
stran BC a AD, ktora prechadza bodom E.

RieSenie 2:
Tentoraz potrebnt zhodnost uhlov AFE a GFE dokdZeme pomocou bodu H, ktory zavedieme ako priese¢nik
priamok CE a AB:
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Trojuholniky AEH a DEC st zhodné podla vety usu, lebo |AE| = |DE|, pri vrcholoch A, D majud pravé uhly a pri
vrchole E zhodné vrcholové uhly. Vdaka tomu plati |AH| = |DC|, teda aj |AH| = |AB|. Bod 4 je tak stredom
useCky HB, ktora je preponou pravouhlého trojuholnika HBF. Stred kruznice jemu opisanej je podla Talesovej
vety teda prave bod A. Plati preto |AF| = |AH|, teda v trojuholniku AF H st zhodné vnitorné uhly AHF a AFH,
¢o je uhol AFE. K jeho zhodnosti s uhlom GFE tak uz len zostava dokazat zhodnost uhlov AHF a GFE. To su
vSak striedavé uhly medzi dvoma kolmicami AH a FG na stranu AD, teda medzi dvoma rovnobeZkami.

Poznamka:

Rovnost |AH| = |AB| vyplyva aj z toho, Ze AE je strednd priecka trojuholnika BCH. Je totiZ rovnobeZna so stra-
nou BC a ma oproti nej polovi¢nu dlzku.

Rozhodnite, Ci existuje patica kladnych celych Cisel
a) (a,a,a,a,b), kde a, b sirozne Cisla,
b) (a,a,b,b,c),kde a, b, c st rézne Cisla,
v ktorych je kazdé z tychto cisel delitelom stctu kazdych troch zo zvys$nych sStyroch cisel.
(Jaroslav Zhouf)
RieSenie:
a) Najskor urcime, ktoré delitelnosti maju platit.
V zadanej pétici (a, a, a, a, b) st dve rozne Cislaa a b. Cislo @ ma delit jednak a + a + a, ¢o plati pre kazdé a,
jednak a + a + b, o zrejme nastane prave vtedy, ked a | b.
Cislo b ma delit a + a + a ¢iZe 3a.
Mame teda rozhodnut, ¢i mdZe zaroven platit a | b a b | 3a. Odpoved je ano, ako potvrdzuje pripad a = 1
a b = 3, kedy zadana péticaje (1,1, 1,1, 3).
b) Cislo a mé okrem iného delit a + b + c aj b + b + c, takZe aj ich rozdiel a — b, a teda aj b.
Analogicky, ¢islo b ma okrem iného delit a + a + c aj a + b + ¢, takze aj ich rozdiel a — b, a teda aj a.
KedZe ma sucasne platit a | bab | a, plati Ze a = b, €o je spor.
Ziadna vyhovujtica pética (a, a, b, b, ¢) neexistuje.



Poznamka:

UkaZeme, Ze v Casti a) st vSetky vyhovujtce patice tvaru (a, a, a, a, 3a). Naozaj, prva podmienka a | b znamen3,
Ze b = ka pre vhodné prirodzené cislo k. Zvy$nd druht podmienku b | 3a potom méZeme prepisat ako ka | 3a
alebok | 3,atakk = 1alebo k = 3.Podlazadaniavsakplatia # b,tedaa # ka, odkial' k # 1.]ediné vyhovujice
k je tak 3.

Poznamka:

V Casti a) mézeme nejaky vyhovujuci priklad rovno vypisat (ako keby sme ho uhadli) a potom vykonat skusku.
Alebo sa na Gvod rozhodneme vyhodne zvolit a = 1 (Cislo 1 je totiZ samozrejmy delitel) a potom si vS§imneme,
Ze staci, aby zodpovedajuca pética (1, 1, 1, 1, b) splnala jedini podmienku b | 1+ 1 + 1.

Nech pomer polomeru kruznice vpisanej do pravouhlého trojuholnika a polomeru kruznice jemu opisanej je
2 : 5. Dokazte, Ze dizka jednej z jeho stran je aritmetickym priemerom diZzok zvy$nych dvoch stran.

(Méria Domanyova)
RieSenie 1:
Ozna¢me a a b dizky odvesien a ¢ dizku prepony uvaZovaného pravouhlého trojuholnika. Polomer R kruZnice
jemu opisanej je dany vzorcom R = %c vdaka Talesovej vete, zatial' ¢o pre polomer r kruZnice vpisanej je znamy
vzorecr = %(a +b—0).

Zo zadaného vztahur : R = 2 : 5 po dosadeni uvedenych vzorcov dostaneme

a+b—-c 2

T ¢ 5
po Uprave

a b 2

—+——1=§,

a b 7

—+—=§.

Podla Pytagoovej vety

takze

b . , ,
Nech x = % ay=-, dostavame tak sustavu rovnic
4 7
x = -,
Y=3
x2+y2=1

s neznamymi x a y. T vyrieSime beZnou metédou: Z prvej rovnice

takze z druhej

z ¢oho



. . e .3 4 . . L .y . (3 4 4 3
o je kvadraticka rovnica s korenmi caxc Nasa sustava rovnic tak ma prave dve rieSenia (E’ E) alz E)' To

znamena, ze trojica stran (a, b, ¢) ma pre kazdy vyhovujuci trojuholnik tvar (3d, 4d, 5d) alebo (4d, 3d, 5d), kde
d je kladné redlne cislo.

Ked%e 4d je aritmetickym priemerom zvy$nych dizok 3d a 5d, tvrdenie zo zadania je dokazané.

Poznamka:

Vdaka vzorcur = %(a + b — ¢) je dizka d rovna prave polomeru r.

Poznamka:

Naznacme, ako je mozné po odvodeni vztahu (a + b — c¢)/c = 2/5 postupovat inak. Vyplyva z neho vyjadrenie
¢ = 5(a + b)/7, ktoré dosadime za ¢ do rovnosti c2 = a? + b? z Pytagorovej vety. Po jednoduchych tipravach
dostaneme rovnost

12a% — 25ab + 12b? = 0.

VyrieSenim tejto kvadratickej rovnice s nezndmou a a parametrom b ziskame korene 3b/4 a 4b/3. Zo vztahu
¢ = 5(a + b)/7 tak dizky stran nasho trojuholnika tvoria jednu z trojic (3b/4, b, 5b/4) alebo (4b/3,b,5b/3),
z ktorych po preznaceni b = 4d, resp. b = 3d dostaneme rovnaké trojice (3d, 4d, 5d) a (4d, 3d, 5d) ako v p6vod-
nom rieSeni.

RieSenie 2:

Na obrazku je nakresleny pravouhly trojuholnik, kruznica jemu vpisana s vyznacenymi bodmi dotyku a tri im
prisliichajtice polomery vel'kosti r. Tie rozdeluju cely trojuholnik na $tvorec so stranou dizky r a dva $tvoruhol-
niky, ktoré su deltoidmi vdaka ich simernostiam podla vyznacenych uhlopriecok leZiacich na osiach vnitornych
uhlov trojuholnika. Jeden deltoid tak ma strany diZzok r, 7, x, x a druhy strany diZok r, r, y, y. Odvesny trojuhol-
nika maju teda diZky x + r, y + r a jeho prepona ma dizku x + y. Preto podla Pytagorovej vety plati

(x+1)2+@y+7r)?=(x+y)?

a polomer R kruznice opisanej ma vdaka Talesovej vete velkost R = %(x + y). Po jej dosadeni do zadanej

podmienky r : R = 2 : 5 dostaneme r = é(x + y). Z toho vyplyvax + y = 5r,ateday = 5r — x. Z toho
dostavame
(x+71)2+ ((57 —x) + )% = (51)%,

takze
(x +1)% + (6r — x)? = (51)?,

(x% 4 2xr + %) + (3612 — 12rx + x?) = 2572,
2x% —10xr+ 12r2 =0,
x% —5xr +6r2 =0.

To je kvadraticka rovnica s nezndmou x a parametrom r, ktora ma korene 2r a 3r. Podla vzorca y = 5r — x tak
dostavame trojice (3r, 4r, 5r) a (4r, 3r, 51), takZe tvrdenie zo zadania tlohy plati.

RieSenie 3:

Nech ABC je predmetny pravouhly trojuholnik s preponou AB. Nech a = |BC| a b = |CA|, bez ujmy na vSeobec-
nosti a = b. Potom podla Pytagorovej vety

IBC| = /|BC|2 +|CAI> = a2 + b2

Nech I je stred kruznice vpisanej do trojuholnika ABC ar je jej polomer.



Potom plati
1
Eab = - |BC|-|CA| = S(ABC) = S(ABI) + S(BCI) + S(CAI)

1
|BC| - |A|BC+— |CAI-|BICA + > - 1AB| - |C| AB

1
2
%r+ =br + \/a2+b2r——r(a+b+\/a2+b2)

z coho
_ ab

a+b+VaZ+b%
KedZe stred kruznice opisanej trojuholniku ABC lezi v strede jeho prepony, jej polomer je %\/a2 + b2, podla
zadania teda plati

T 2

%\/ aZ+b2 5
Upravujme:

5r =+ a? + b?,

ab
=+a? + b?,
a+b+Va? + b?

Sab = v a? + b? (a+b+\/a2 +b2),

5ab =+/a? + b2(a + b) + (a? + b?),
Sab — (a? + b?) = Va2 + b%(a + b),
25a%bh? — 10ab(a? + b?) + (a? + b?)? = (a® + b?)(a + b)?,
25a%bh? — (10a3b + 10ab?) + (a* + 2a?b? + b*) = (a® + b?)(a? + 2ab + b?),
25a?b? —10a3b — 10ab3 + a* + 2a%b? + b* = a* + 2a3b + a?b? + a?b? + 2ab® + b?,
0 = 12a3b — 25a%b? + 12ab3,
0 = 12a? — 25ab + 12b7?,

o= ()25 5+ () () )
(%‘ﬁ) -(5-1)

a 252 — 242
b 24 242 ’

o (e 25 (25 — 24)(25 + 24)
-

b 24



akedzea = b, t.j. % >1, plati% = g,t.j. b= %a. Nech x = %, potom
|BC| = a = 4x,

takze
[CAl=b=-a= 4x = 3x
4 4 ’

ateda

|4B| = Va2 + b? = J(4x)? + (3x)? = Y 16x% + 9x2 = /25x2 = 5x.

Naozaj teda plati
|CA| + |AB| _ 5x+3x  8x — 4x = |BC]|
2 =T T T EIE

Rozhodnite, ¢i mozno Stvorcovi tabulku 4 X 4 vyplnit navzajom réznymi prirodzenymi ¢islami od 1 do 16 tak,
Ze v kazdom riadku aj kazdom stlpci existuje Cislo, ktorého 7-nasobok je suctom zvysnych troch cisel.

(Jaromir Simsa)
Riesenie:
Dokazeme sporom, Ze to nie je moZné.
Predpokladajme, Ze taka vyhovujica tabul'ka existuje. Potom v jej prvom riadku je ¢islo a a tri Cisla so stuctom
7a, v druhom ¢islo b a tri ¢isla so sa¢tom 7b, v tretom ¢islo c¢ a tri ¢isla so suc¢tom 7c¢, vo Stvrtom ¢islo d a tri ¢isla

so suctom 7d. Sucty cisel v riadkoch st potom postupne 8a, 8b, 8¢, 8d, takze pre sucet vSetkych 16 zapisanych
Cisel plati

8l@a+b+c+d)=1+2+-+16=(1+16)+ (2 +15) + -+ (8+9) =8-17,

odkial vyplyva a + b + ¢ + d = 17. KedZe stcet akychkolvek troch ¢isel z tabulky je mensi ako 3 - 16 = 48, su
mensie ako 48 vsetky Styri Cisla 7a, 7b, 7c, 7d. Preto kazdé z navzajom réznych cCisel a, b, ¢, d je menSie ako 7.
Ich sticet je vSsak 17 a pritom 5 + 4 + 3 + 2 = 14 < 17, preto jedno z Cisel a, b, c, d je rovné 6.

Ak zopakujeme predchadzajticu ivahu pre stipce uvazovanej tabul’ky, zistime dokopy, Ze ¢islo 6 ma v tabul'ke
takito poziciu: Cislu 7 - 6 ¢ize 42 sa rovna jednak sucet troch dalsich ¢&isel z riadku ¢&isla 6, jednak stéet troch
dal$ich ¢isel z jeho stipca. Stiéet Siestich roznych &isel tabulky sa tak rovna &islu 2 - 42 &ize 84, pritom vak stcet
Siestich najvacsich ¢isel z tabul'ky je iba 16 + 154+ 14 + 13+ 12 4+ 11 ¢ize 81. Ziskany spor existenciu vyhovujtce;j
tabul'ky vylucuje.

Poznamka:

V tejto tabul'ke vyplnenej ¢islami od 1 do 16 sa najde - s vynimkou posledného stipca - v kazdom riadku aj stipci
Cislo, ktorého sedemnasobok je rovny stuctu ostatnych troch ¢isel (vriadkoch ide o ¢isla 2, 4, 5, 6, v stlpcoch o ¢isla
3,4,5).



31110 2
8|14 (11| 9
7 15| 5 |13
6 |12 |14 | 16

Vidime, Ze z 6smich poziadaviek ulohy ich mozno splnit sedem.

RieSenie 2:

Dékaz sporom za¢neme rovnako ako v prvom rieSeni az do odvodenia rovnosti a + b + ¢ +d = 17 so s¢itancami
mensimi ako 7. Dalej uz budeme pokracovat inak.

Cislaa, b, ¢, d so st¢tom 17 st Styri s¢itance zo suctu 1+ 2 + 3 + 4 + 5 + 6 rovného 21. ZvySné dva scitance tak
maju sucet 21 — 17 Cize 4, ide preto o ¢isla 1 a 3, teda plati {a, b, ¢, d} = {2, 4, 5, 6}. Zdoraznime, Ze je to Stvorica
¢isel z roznych riadkov a analogicky aj z réznych stipcov.

UvaZujme teraz poziciu ¢isla 2. Ako vieme, v jeho riadku aj v jeho stipci st po tri ¢isla so siétom rovnym 7 - 2
Cize 14. Dokopy ide o Sest roznych cisel so stictom 2 - 14 CiZe 28, ktoré st navySe rozne od 2, 4, 5, 6. SucCet takych
Siestich ¢isel je vSak aspoii 1 + 3 + 7 + 8 + 9 + 10 ¢iZe 38, o je spor.

Poznamka:

Iné dokonéenie: Obe trojice &isel, ktoré zdielaju s &islom 2 rovnaky riadok alebo rovnaky stipec, musia byt
zlozZené z Cisel 1, 3 a 10, lebo iné tri do uvahy prichadzajuce cisla s pozadovanym sictom 7 - 2 Cize 14 zrejme

neexistuju.




