MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

RieSenia uloh domaceho kola kategorie C

1 Existuje 10 po sebe iducich prirodzenych ¢isel, ktoré su postupne delitelné ¢islami 9, 7,5, 3,1, 1, 3,5, 7,9?
(Jaroslav Zhouf)
RieSenie:
Hladanych 10 cisel existuje, a to napriklad 153, 154, 155, 156, 157, 158, 159, 160, 161, 162. Plati totiz:
e 153 =9-17, takZe 153 je delitelné 9.
e 154 =7 - 22, takZe 154 je delitelné 7.
e 155 =531, takZe 155 je delitelné 5.
e 156 = 3 - 52, takZe 156 je delitelné 3.
e 157 = 1157, takze 157 je delitelné 1.
e 158 =1 - 158, takze 158 je delitelné 1.
e 159 = 3 - 53, takze 159 je delitelné 3.
e 160 =5 - 32, takZe 160 je delitelné 5.
e 161 =7 - 23, takZe 161 je delitelné 7.
e 162 =9 - 18, takZe 162 je delitelné 9.
Poznamka:
Uvedené riesenie je Uiplné, napriek tomu uvedieme tivahy, ktoré k nemu viedli.
Oznac¢me n najmensie z hladanych 10 cisel. Rovnako ako v rieSeni zapiSme prehladne, ¢im ma byt ktoré Cislo
delitelné:
e nje delitelné 9.
e n+ 1je delitelné 7.
e n+ 2je delitelné 5.
e n+ 3 je delitelné 3.
e n+ 4 je delitelné 1.
e n+ 5je delitelné 1.
e n+ 6je delitelné 3.
e n+ 7 jedelitelné 5.
e n+ 8je delitelné 7.
e n+ 9je delitelné 9.
VSimnime si, Ze plati:
e Ak zvolime n delitelné 9, bude aj ¢islo n + 9 delitelné 9. Zaroven budu cisla n + 3 ajn + 6 delitelné 3.
e Ak bude ¢islo n + 1 delitelné 7, bude aj ¢islo n + 8 delitelné 7.
e Ak bude ¢islo n + 2 delitelné 5, bude aj ¢islo n + 7 delitelné 5.
KedZe je delitelnost’ ¢islom 1 splnena vizdy, sta¢i najst ¢islo n spiiiajice tri podmienky:
e nje delitelné 9,
e n+ 1je delitelné 7,
e n+ 2je delitelné 5.
Zameriame sa nqjskér na prvé dve podmienky. Zo vsetkych Cisel 9, 18, 27, 36, ... delitelnych 9 vyberieme naj-
mensie, ktoré spliia druhd podmienku. Tym je 27, pretoZe 28 je delitelné 7.

Zamyslime sa, ako vyzeraju vetky dalsie ¢isla n spiiiajiice tieto dve podmienky. Zapi$eme ich ako 27 + k, kde k
je kladné celé Cislo. Aby sme splnili prvii podmienku, zrejme musi byt k nasobok 9 (a to je zaroven postacujuce).
Druha podmienka znamenj, Ze ¢islo n + 1 ¢iZe 28 + k ma byt delitelné 7, takZe k musi byt aj ndsobok 7. Vdaka
nesudelitelnosti ¢isel 7 a 9 to znamend, Ze k je nasobok ¢isla 9 - 7 &iZe 63. Takze vietky n spliajtce sti¢asne tieto
dve podmienky su tvaru 27 + 63/, kde [ je prirodzené cislo. Su to ¢isla 27, 90, 153, 216, ...



Zostava vyhoviet tretej podmienke. Z ¢isel 27 +2,90+ 2,153+ 2,216+ 2, ... mame vybrat také, ktoré je delitelné
5.Prvym z nich je zrejme ¢islo 155, takZe najmensim n spiiiajicim uvedent trojicu podmienok je ¢islo 153 (ktoré
sme uviedli v rieSeni). Keby sme zopakovali ivahu z predchadzajiceho odseku, zistili by sme, ze (vzhladom na
nesudelitelnost ¢isel 63 a 5 a rovnost 63 - 5 = 315) vSetky vyhovujuce ¢isla sd tvaru 153 + 315m, kde m je
prirodzené cislo. Patri medzi ne napriklad ¢islo so zaujimavym dekadickym zapisom 888 888 888.

Poznamka:
Zadanim ulohy bolo iba rozhodnut o existencii vyhovujicej skupiny desiatich po sebe iducich prirodzenych
Cisel, nebolo preto nutné takd skupinu cisel hladat. UkadZzeme, Ze jej existencia je dosledkom ¢inskej zvyskovej
vety. S tymto cielom sa na uvedené tri podmienky, ktoré sme odvodili v prvej pozndmke, pozrieme tak, Ze to isté
¢islo n ma davat pozadované zvysky po deleniach niekol'’kymi roznymi ¢islami. Konkrétne

» n dava zvysok 0 po deleni ¢islom 9,

e n dava zvySok 6 po deleni ¢islom 7,

e n dava zvySok 3 po delenf ¢islom 5.

KedZe Cisla 9, 7 a 5 su po dvoch nesudelitelné, podla ¢inskej zvySkovej vety naozaj existuje Cislo n, ktoré tri
uvedené podmienky splna, ako sme mali ukazat.

Nech M je stred prepony AC pravouhlého trojuholnika ABC, pri¢om plati |BC| = |CM]|. Dokazte, Ze kruZnice
opisané trojuholnikom ABC a ABM maju rovnaké polomery.

(Michal Pecho)
RieSenie 1:
Podla Talesovej vety je bod M stredom kruZnice opisanej trojuholniku ABC, teda plati |[MA| = |[MB| = |MC]|.

Zo zadania tiez plati |BC| = |CM|, takZe vSetky isecky MA, MB, MC, BC st zhodné a trojuholnik BCM je rovno-
stranny

B

A M C

Z kopii rovnostranného trojuholnika BCM vytvorme pravidelnd trojuholnikovt siet podla obrazku. V nej vetky
tri vrcholy 4, B, € pévodného trojuholnika ABC budi uzlovymi bodmi.

Pre dal$i vyznaceny uzlovy bod N potom plati [NA| = |[NB| = |[NM|, takZe dizka jednej isecky siete je polome-
rom ako kruznice opisanej trojuholniku ABM, tak aj polomerom kruznice opisanej trojuholniku ABC.
Poznamka:

Aj ked' je konStrukcia trojuholnikovej siete, ktorti sme v rieSeni vyuzili, celkom jasna, ukdzme, Ze sme sa mohli
bez zmienky o nej zaobist.

Po najdeni Styroch zhodnych useciek z obrazku zostrojime v polrovine ACB rovnostranny trojuholnik AMN,
ktory je zhodny s trojuholnikom BCM. Treti trojuholnik BNM je potom rovnoramenny so zakladtiou BN a pri
hlavnom vrchole M ma uhol velkosti 180° — 2 - 60° ¢iZe 60°. Je to teda tieZ rovnostranny trojuholnik, navyse
zhodny s trojuholnikmi BCM a AMN. Z rovnosti |[NA| = [INM| = |NB| = |AM| uz vyplyva, ¢o sme mali dokazat.

Mohli sme tieZ zacat' tak, Ze k rovnostrannému trojuholniku BC M prikreslime (zvonku) rovnostranny trojuhol-
nik BNM. Dostaneme tak kosoStvorec BCM N, ktorého strana M N je rovnako ako protilahla strana BC kolméa na
use¢ku AB.Z MN L AB a|MA| = |MB]| vyplyva, Ze priamka MN je osou usecky AB. Preto plati aj [NA| = |[NB]|,
Cospolus |NB| = |[NM| znamen3, Ze N je stred kruZnice opisanej trojuholniku ABM. Jej polomer N B ma pritom



rovnaku dizku ako polomer MC kruZnice opisanej trojuholniku ABC.

RieSenie 2:

Podla Talesovej vety je bod M stredom kruZnice opisanej trojuholniku ABC a jej polomer r je spolo¢nou dizkou
tisetiek MA, MB, MC. Oznaéme K stred odvesny AB a strednii prie¢ku MK o dizke % |BC| predizme za bod K do
useCky MN dvojnasobnej dlzky. Vznikne tak rovnobeznik AM BN, ktorého uhloprie{:ka MN je zhodna s odvesnou
BC.Vdaka rovnosti [MA| = |MB| = r ide o kosoS$tvorec so (zhodnymi) stranami dlzky .
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A% teraz vyuZijeme podmienku zo zadania, podla ktorej plati |[BC| = r. Dizku r maju teda nielen strany kosostvor-
ca AMBN, ale aj jeho uhlopriecka MN. Z rovnostir = |[NA| = |[NB| = |NM| uz vyplyva, Ze N je stred kruZnice
s polomerom 7, ktora je opisana trojuholniku ABM.

RieSenie 3:

Na uvod rovnako ako v prvom rieSen{ zistime, Ze trojuholnik BCM je rovnostranny. Stred kruZnice opisanej
trojuholniku ABM, ktory oznacime O, leZi na osi jeho strany AB. Tato os je vdaka rovnosti |[AM| = |BM| sti¢asne
osou uhla AMB, ktory ma vel'kost 180° — |«CMB| ¢ize 120°. Preto ma uhol AMO polovi¢nt vel'kost 60°. Je to
vSak uhol pri zadkladni AM rovnoramenného trojuholnika AMO (lebo |0A| = |OM| podla zavedenia bodu 0),
ktory je teda rovnostranny. Plati teda |[MA| = |OM]|, ¢o sme chceli dokazat.
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Majme 20 vyrokov:
»,Mam prave 1 sestru.” »,Mam prave 1 brata.”
»,Mam prave 2 sestry. »,Mam prave 2 bratov."
»,Mam prave 10 sestier.* ,Mam prave 10 bratov.

a) Kazdy zo Styroch vlastnych sirodencov vyslovil iny z tychto 20 vyrokov. Je mozné, Ze vSetci Styria mali prav-
du?

b) Najdite najvacsie prirodzené cislo n také, ze kazdy z n vlastnych stirodencov moéze vyslovit iny z tychto 20
vyrokov a mat pravdu.

(Josef Tkadlec)

RieSenie:

a) Ano, je to mozné. V pripade, ked' $tyria stirodenci st dvaja bratia a dve sestry, mézu pravdivo vyslovit' $tyri
navzajom rozne vyroky. Jeden brat povie ,Mam prave jedného brata.” a druhy ,Mam prave dve sestry., jedna
sestra povie ,Mam prave jednu sestru.“ a druhd ,Mam prave dvoch bratov..

b) V pripade n = 4 sme zistili, Ze kazdy zo Styroch surodencov méze vyslovit' iny pravdivy vyrok.
V pripaden > 5 st asponi traja surodenci rovnakého pohlavia. Predpokladajme, Ze kazdy z nich povie pravdu

0 pocte svojich sestier alebo bratov. Potom vsak aspon dva z tychto vyslovenych vyrokov budu rovnaké (tie
0 pocte sestier alebo tie o poCte bratov). Ziadne celé n vicsie neZ 4 teda nema pozZadovanu vlastnost.

Najvacsie vyhovujice n je 4.
Poznamka:

V Casti b) sme vyuzili poznatok, ktory sa nazyva Dirichletov princip alebo tiez priehradkovy princip. Tvrdi napri-
klad to, Ze ked' rozmiestnime 13 predmetov do 2 priehradiek, bude v niektorej priehradke aspon 7 predmetow.
Alebo ked rozmiestnime 13 predmetov do 3 priehradiek, bude v niektorej priehradke aspoii 5 predmetov. Ale-
bo pri rozmiestneni 2n + 1 predmetov do 2 priehradiek bude v niektorej priehradke aspoii n + 1 predmetov.



Vseobecne vyjadrené: Pri rozmiestneni aspon kn + 1 predmetov do k priehradiek bude v niektorej priehradke
aspon n + 1 predmetov (zapisali sme to vyssie ako v pripade k = 2an = 6,takvpripade k = 3an = 4, 3j
v pripade k = 2 prilubovolnom n). Pritom ,predmety” mozu byt Cisla, geometrické utvary, l'udia, vyroky, v pod-
state Cokolvek. Priehradky potom mo6zu vyjadrovat I'ubovolné vlastnosti jednotlivych predmetov. Napriklad do
2 priehradiek ¢asto rozdelujeme celé ¢isla podla toho, ¢i st parne alebo neparne.

V naSom rieSeni sme pouzili Dirichletov princip dvakrat, vzdy pre 2 priehradky. V prvom pripade stirodenci hrali
ulohu ,predmetov” a pohlavie (muZzské/Zenské) hralo tlohu ,priehradiek V druhom pripade boli ,predmety“
vyroky a ,priehradkami“ boli vyroky o sestrach a vyroky o bratoch.

Poznamka:
Ukazme, ze vyklad cCasti b) rieSenia mozno podat’ aj inak. Ak je v danej skupine n stirodencov prave B bratov
aprave S sestier, moZe kazdy z nich o sebe pravdivo vyslovit iba jeden zo Styroch vyrokov (prvé dva su vyhlasenia
bratov, zvy$né dva vyhlasenia sestier):

e Mam prave S sestier.

e Mam prave B — 1 bratow.

e Mam prave S — 1 sestier.

e Mam prave B bratowv.

Preto ak preto maju byt vyslovené vyroky v pocte n iZe B + S navzajom rozne, musi platit n < 4.

Kol'ko usporiadanych $tvoric kladnych celych é&isel (a, b, ¢, d) so siétom 100 spiiia rovnice
(a+b)(c+d)y=bB+c)(a+d)=(a+c)(b+d)?

(Patrik Bak)
RieSenie:

Najskor ekvivalentne upravime prvi rovnicu zo zadania:

(a+b)(c+d)=0b+c)(a+d),
ac+ad + bc+ bd =ba+ bd+ ca+cd,
ad +bc—ab—cd =0,
a(d—b)—c(d—-b)=0,
(a—c)(d—-b)=0.

Podobne zistime, Ze druha rovnica je ekvivalentna s rovnicou
(a=b)(d—-c)=0.

Podla toho, ktoré zo Styroch Cinitelov sa v odvodenych rovniciach rovnaju nule, sa vsetky rieSenia (a, b, ¢, d)
zadanych rovnic Stvorice jedného zo Styroch typov:
ea—c=0aa—b=0,Cizea=>b =cadjelubovolné,
ea—c=0ad—-c=0,CiZea=c=dabjelubovolné,
ed—b=0aa—b=0,czea=>b=dacjelubovolné,
ed—b=0ad—-c=0,CiZeb=c=daajelubovolné.
Dospeli sme k zaveru, Ze rovnice zo zadania platia prave vtedy, ked asponi tri z ¢isel a, b, ¢, d st sirovné. RozliSime
teraz, ¢i rovnaké ¢isla vo Stvorici (a, b, ¢, d) su Styri alebo tri.
o Aksturovnakeé vsetky styri Cisla, podmienke a+b+c+d = 100 vyhovuje jedina Stvoricaa = b = ¢ = d = 25.
e Ak maju tri ¢isla rovnakd hodnotu x a $tvrté ma int hodnotu y, podmienka a + b + ¢ + d = 100 prejde
na rovnicu 3x + y = 100, ktord uvazujeme v obore kladnych celych Cisel splnajacich podmienku x # y.
Z ekvivalentnej rovnice y = 100 — 3x vyplyva, Ze Cislo y je kladné len v pripade x € {1, 2, ...,33}, pritom
podmienka y # x je splneng, ak x # 25. Mame teda najskor 33 — 1 ¢iZe 32 moZnosti na vyber ¢isla x a potom
4 moZnosti, ktorému zo Styroch ¢isel a, b, ¢, d priradime hodnotu y ¢iZe 100 — 3x (a trom ostatnym hodnotu
x). Pocet vyhovujucich Stvoric (a, b, ¢, d) s prave troma rovnakymi ¢islami je teda 32 - 4 Cize 128.
Celkovy pocet vyhovujucich stvoric je teda 1 + 128 ¢ize 129.
Poznamka:

Nad rdmec zadania sme zistili, Ze 128 vyhovujucich Stvoricje (x, x, x, 100 — 3x), (x, x, 100 — 3x, x), (x, 100 — 3x,
x,x), (100 — 3x, x, x, x), pricom x € {1, 2, ...,33} \ {25}, a zvy$na 129. vyhovujuca Stvorica je (25, 25, 25, 25).



Poznamka:

Pracu s dvojicou rovnic (a+b)(c+d) = (b+c)(a+d)a(b+c)(a+d) = (a+c)(b+d) sozhodnymi stranami
(b + ¢)(a + d) si mozno ulah¢it pozorovanim, Ze druhu rovnicu dostaneme z prvej, ked v nej premenné b a ¢
navzajom vymenime. Len Co teda prvid rovnicu upravime na tvar (a — ¢)(d — b) = 0 a vykoname v nej vymenu
b & ¢, dostaneme bez vypoctov ekvivalentny tvar (a — b)(d — ¢) = 0 druhej rovnice.

Na tabuli st napisané ¢isla 1, v2,v/3.V kazdom kroku &isla a, b, ¢ napisané na tabuli zotrieme a nahradime ich
Cislami ab, bc, ca. Zistite, ¢i po nenulovom pocte krokov bude niektoré z ¢isel napisanych na tabuli prirodzené.

(Jaroslav Zhouf)
RieSenie 1:
DokaZeme, Ze Ziadne prirodzené ¢islo sa uZ neobjavi.

Po prvom kroku dostaneme c¢isla V2,3 a /6. Po druhom kroku dostaneme &isla v2 - 3 ¢ize V6, V2 - 6 ¢ize 2v3
a+/3 - 6 ¢ize 3v/2. Dostali sme teda opat tri kladné celoéiselné nasobky ¢isel V2, V3 a V6. Vysvetlime, Ze trojicu
takéhoto typu dostaneme aj po kazdom dalSom kroku. (Poznamenajme, Ze na vysledok Ziadneho kroku zrejme
nema vplyv, v akom poradi st aktualne ¢isla na tabuli zapisané.)

Predpokladajme teda, %e po urc¢itom poéte krokov st na tabuli zapisané tri ¢isla tvaru 7v2, sv3 a tV6, pricom
7, 5, t st vhodné kladné celé &isla. Potom po nasledujiicom kroku budi na tabuli &isla (rv2) - (sv3) ¢ize rsv6,
(sV3) - (tV6) tize 3stv/2, a (tV6) - (rV2) Cize 2rtV/3, teda opit kladné celodiselné nasobky ¢isel v2, /3 a V6.

KedZe ¢isla V2, V3 a V6 st iracionélne, Ziadny z ich kladnych celo¢iselnych nasobkov nie je celé ¢islo. Tym je
tvrdenie z ivodu rieSenia dok4zané.

RieSenie 2:
v RV v . , . . P q TP .
Vimnime si, Ze vSetky ¢isla na tabuli v ktoromkolvek okamihu maji tvarv2 V3 ,kde p a g stinejaké prirodzené

0 0 1 0 0 1
¢fsla. Na zatiatku st tam totiZ &fsla 1 ¢ize V2 V3 , V2 ¢izevV2 -3 ,V3 ¢ize V2 V3 ,aakpy, q1, p2 qp St
prirodzené cisla, tak

(\/zm ‘\/gfh) ' (\/Epz .\/ng) _ \/Eplﬂﬂz .\/§Q1+QZ.

Cislo \/Ep : \/§q je prirodzené prave vtedy, ked’ su obe ¢isla p a g parne.

Ulohu tak méZeme ekvivalentne preformulovat’ takto: Na tabuli sti napisané dvojice prirodzenych &isel (0, 0),
(1,0), (0,1).V kazdom kroku dvojice (7, s), (t,u), (v, w) napisané na tabuli zotrieme a nahradime ich dvojicami
(r+t,s+uw), (t+v,u+w), (v+r,w+s). Zistite, ¢i po nenulovom pocte krokov bude niektora z dvojic na tabuli
mat obe zlozky parne cisla.

VSimnime si paritu zloZiek dvojic na tabuli. Po prvom kroku su na tabuli dvojice (1,0), (1,1), (0,1), su teda
postupne typov (neparne, parne), (neparne, neparne), (parne, neparne). UkaZeme, Ze tieto tri typy uz budi na
tabuli aj po kazdom dalSom kroku (i ked’ mozno v inom poradi):
e Akje (m,n)typu (neparne, parne) a (p, @) typu (neparne, neparne), tak (m+p, n+q) je typu (parne, neparne).
e Akje (m,n) typu (neparne, neparne) a (p, q) typu (parne, neparne), tak (m+p, n+q) je typu (neparne, parne).
e Akje (m,n)typu (parne, neparne) a (p, q) typu (neparne, parne), tak (m+p, n+q) je typu (neparne, neparne).
To vSak znamen3, Ze sa na tabuli uZ nikdy nevyskytne dvojica typu (parne, parne).
Odpoved na otdzku upravenej tlohy, a teda i na otdzku zo zadania, je teda negativna.

Dany je obdiznik ABCD, pri¢om |AB| : |BC| = 2 : 1. Na jeho stranach AB, BC, CD, DA st dané postupne body
K, L, M, N tak, Ze KLMN je obdlznik a plati |[KL| : |[LM| = 3 : 1. Vypocitajte pomer obsahov obdlZnikov ABCD
aKLMN.

(Josef Tkadlec)
RieSenie:
DokaZeme, Ze pravouhlé trojuholniky AKN a DNM st podobné. KedZe uhol KNM je pravy, uhly KNA a DNM
sa dopliajii do 90°. To isté vak plati o uhloch DNM a NMD pravouhlého trojuholnika DNM. Dostavame tak
zhodnost ostrych uhlov KNA a NMD, a tak su trojuholniky AKN a DNM pri tomto poradi vrcholov podla vety
uu naozaj podobné. Pomer ich podobnosti ur¢ime ako pomer dlzok ich prepon |[NM| : |[KN|, ktory je ako pomer
|KL| : |[LM| podla zadania rovny 3 : 1.
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Analogicky sa zdovodni vzajomna podobnost vSetkych Styroch pravouhlych trojuholnikov AKN, DNM, CML
a BLK, ktoré ,,obklopuji“ obdlznik KLMN. Trojuholniky AKN a CML (rovnako ako DNM a BLK) st dokonca
zhodné, pretoze ich prepony su protilahlymi stranami obdlZznika.

Bez ujmy na vieobecnosti sme dizku tise¢ky AK oznadili na obrazku ¢islom 1 a dizku Gse¢ky AN premennou x.
Z dokazanych podobnosti a zhodnosti potom mame |[DN| = 3, |DM| = 3xa|CM| = 1,ateda |AB| = |CD| =
3x + 1a|BC| = |AD| = x + 3. Dosadenim do zadaného pomeru |AB| : |BC| = 2 : 1 dostaneme rovnicu
(3x + 1) = 2(x + 3) s jedinym riesenim 5, ktorému zodpovedaju vztahy |AB| = 16 a |BC| = 8. Obdiznik ABCD
s obsahom 16 - 8 ¢ize 128 je zjednotenim obdiznika KLMN s trojuholnikmi AKN, CML (tie maju dokopy obsah
1-5 ¢ize 5) a trojuholnikmi DNM, BLK (s celkovym obsahom 3-15 ¢ize 45). Preto S(KLMN) = 128—5—45 = 78.
Z toho S(KLMN) : S(ABCD) = 78 : 128 = 39 : 64.




