MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

Riesenia uloh Skolského kola kategorie C

1 Ziakov priemer znamok je presne 3. Keby sme tri z jeho pitiek do priemeru nezapoditali, bol by priemer jeho
znamok presne 2. UrcCte najvacsi pocet jednotiek, ktoré mohol dostat. (Mozné znamky su 1, 2, 3, 4, 5.)

(Patrik Bak)
RieSenie:
Oznacme s sucet vSetkych ziakovych znamok a p ich pocet. Podla zadania % = 3, ¢ize s = 3p. Podla druhej vety
zadania zostavime pre nezname s a p dalSiu rovnicu a upravime ju:

s—3-5 =2
p-3 7
s—15=2p—6,
s=2p+09.
Odtial po dosadeni s = 3p dostaneme
3p=2p+9,
p=9,
a potom
s§=3-9=27.

Okrem 3 patiek teda ziak dostal eSte dalSich 6 zndmok so sti¢tom 27 —3-5 Cize 12. Nemohlo to byt ani 6 jednotiek
(so suctom iba 6), ani 5 jednotiek, pretoze Siesta zndmka by potom bola 12 —5-1 ¢ize 7. AvSak 4 jednotky dostat’
mohol, jeho zvy$né 2 zndmky so stictom 12 — 4 CiZe 8 by potom boli bud’ 2 $tvorky, alebo trojka a patka.

Najvacsi mozny pocet ziakovych jednotiek je teda 4.
Pokyny:
V pripade netplnych postupov ocente ¢iastkové kroky nasledovne:
A0 Uvedenie spravnej odpovede bez zd6vodnenia: 0 bodov.
A1 Uvedenie spravnej odpovede spolu s vyhovujicim prikladom sady zndmok: 1 bod.

A2 Prepis slovného zadania ulohy do matematickej symboliky (najCastejSie do sustavy dvoch rovnic s dvomi
nezndmymi): 1 bod.

A3 VyrieSenie matematickej ilohy z bodu A2 alebo iné zdovodnenie veduce k zaveru, Ze ziak dostal 9 znamok
(resp. 6 znamok, ak neuvazujeme tri patky): 4 body.

A4 Zddvodnenie, preco Ziak nemohol dostat viac ako 4 jednotky: 5 bodow.

Celkovo potom dajte sticet poctu bodov za A1 a maxima poctov bodov za A2, A3 a A4.

V Uplnom rieSeni musi byt zdévodnené, Ze situdcia so Styrmi jednotkami moZe skuto¢ne nastat’ (najcastejSie
prikladom sady znamok, ako je uvedené v bode A1).

2 V lichobezniku ABCD, pricom AB || CD, sa osi vnutornych uhlov pri vrcholoch C a D pretinaji na tsecke AB.
Dokazte, Ze plati |AD| + |BC| = |AB|.
(Patrik Bak)
RieSenie:
Uvazujme najskoér os uhla pri vrchole D. Ta pretne zdkladiiu AB v bode, ktory ozna¢ime P. Os uhla prislusny
uhol rozpoluje, takZe modro vyznacené uhly ADP a CDP st zhodné. Vdaka tomu, Ze AB || CD, je s nimi zhodny

aj uhol APD, striedavy k uhlu CDP. Z rovnosti |<ADP| = |<APD| vyplyva, Ze trojuholnik AD P je rovnoramenny
so zakladniou DP.



A B

Podla zadania os uhla BCD pretina zakladiiu AB v tom istom bode P. Analogicky ako vyssSie sa zdovodni zhod-
nost zeleno vyznacenych uhlov, a teda aj rovnoramennost trojuholnika BCP so zakladnou CP.

VyuZitim oboch najdenych rovnoramennych trojuholnikov uZ dostavame

|AD| + |BC| = |AP| + |BP| = |AB|.

Pokyny:
V pripade neuplnych postupov ocente ¢iastkové kroky nasledovne:
A1 NAacrt, vktorom sa osi uhlov BCD a CDA pretnti na zakladni AB a v ktorom su vyznacené oba pary zhodnych
uhlov pri vrcholoch C aj D (tolerujte, ked’ zhodnost' tychto uhlov nie je zapisana v texte): 1 bod.
A2 Pozorovanie, Ze |XAPD| = |«PDC| alebo Ze |*BPC| = |<PCD|: 2 body.

A3 Dokaz, Ze plati aspoii jedna z rovnosti |AD| = |AP| alebo |BC| = |BP| (alebo Ze aspoii jeden z trojuholnikov
ADP a BCP je rovnoramenny): 3 body.

A4 Dokaz, Ze platia obe rovnosti |AD| = |AP| alebo |BC| = |BP| (alebo Ze oba trojuholniky ADP a BCP st
rovnoramenné): 4 body.

B1 Zaznam myslienky, Ze na dokaz tvrdenia by stacilo, keby platilo |AD| = |AP| alebo |BC| = |BP|: 2 body.

Celkovo potom dajte stcet poctu bodov za B1 a maxima z poctov bodov za A1, A2, A3 a A4.

Tabul'ka 3 X 3 je vyplnena kladnymi celymi &islami tak, Ze sticet ¢isel v kazdom riadku aj v kazdom stipci je 10.
Najviac kol'ko z tychto ¢isel moze byt

a) rovnakych,
b) roznych?

(Jan Mazak)
RieSenie:

a) 6 rovnakych ¢isel je napriklad v tejto tabul'ke spiiiajicej podmienky tlohy:
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Keby v tabul'ke bolo aspon 7 rovnakych ¢isel, obsahoval by niektory riadok 3 z nich. Sticet 3 rovnakych celych
Cisel vSak nemdZe byt 10.
Najvacsi mozny pocet rovnakych ¢isel v tabul’ke je teda 6.

b) Tabulka mo6Ze obsahovat 6 roznych Cisel, jeden z mnohych prikladov vyzera takto:

7112
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Zdbévodnime, Ze viac ako 6 roznych ¢isel tabul'ka obsahovat nemoze:
V tabul'ke sa m6zu nachadzat iba celé Cisla od 1 do 8. Keby v nej totiz bolo Cislo vacsie ako 8, sucet Cisel
v riadku s tymto ¢islom by bol asponi 9 + 1 + 1, ¢o je viac ako 10.

Vieme teda, Ze keby bolo v tabul'ke aspoii sedem réznych ¢isel, niektorym z nich by muselo byt jedno z Cisel
7 alebo 8. Obe mozZnosti teraz posidime oddelene:

o Pritomnost ¢&isla 8 v tabul'ke znamend, Ze v riadku a stipci s ¢islom 8 je po dvoch ¢islach 1, takZe v celej
tabul'ke je najviac 6 roznych cisel (okrem 8 a 1 to mo6Zu byt len ¢isla zo 4 policok mimo spominaného
riadka a stlpca).



e Pritomnost ¢&isla 7 v tabul’ke znamena, Ze v riadku aj stipci s &islom 7 st v oboch pripadoch &isla 1 a 2.
Z ostatnych Styroch cisel tabul'ky oznacime ako x to z nich, ktoré lezi v riadku jedného z dvoch spomi-
nanych Cisel 1 a sicasne v stlpci druhého z nich, ako v tabul’ke, v ktorej st zvysné 3 ¢isla oznacené kruzka-
mi:
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V riadku aj stipci s ¢islami x a 1 musi ako tretie byt ¢islo 9 — x. Dva plné krizKky v tabul'ke tak oznaduji
rovnaké Cislo, teda v tabul'ke je opat najviac Sest roznych cisel.
Najvacsi mozny pocet réznych Cisel v tabul'ke je teda 6.

RieSenie 2:
0dlisnym sp6sobom zd6vodnime, preco tabul'’ka nemdéze obsahovat sedem alebo viac réznych ¢isel.
Sucet vsetkych cisel v tabulke je zrejme 3 - 10 ¢ize 30. Sucet 7 roznych kladnych celych ¢isel je aspoii 1 + 2 +
34+ 4+ 54 6+ 7 cize 28. Ak teda ndjdeme v tabul'ke 7 réznych cisel, budi mat zvysné dve cisla stucet najviac
30 — 28 ¢ize 2, takze to budu 1 a ostatnych sedem roznych cisel v tabul'ke so sti¢tom 28 budt nutne vsetky cisla
od 1 do 7. Zostava tak posudit, ¢i je mozné tabul'ku spravne vyplnit ¢islami 1, 1, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Na to uz staci
len vyuzit rovnaky poznatok ako v prvom rieSeni: V riadku aj stlpci s ¢islom 7 st v oboch pripadoch ¢isla 1 a 2.
To vSak odporuje tomu, Ze ¢islo 2 ma byt v tabul'ke iba raz.
Poznamka:
UkaZme, Ze existenciu vyhovujucej tabul’ky s ¢islami 1, 1, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 m6Zeme vylucit aj inak:
V ziadnom riadku ani stipci takejto tabul’ky nemézu byt dve é&isla 1, pretoze 1 + 1 + 7 < 10. Preto v kazdom
riadku aj stipci je po jednom &isle 1. Akékolvek ¢islo x z {2, 3,4, 5, 6, 7} ma preto vo svojom riadku aj stipci jedno
¢islo 1, teda tretim &islom tam je v oboch pripadoch ¢islo 9 — x. Ziadne ¢&islo 9 — x v$ak nie je k dispozicii dvakrat.
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V riadku aj stipci s ¢islami x a 1 musi ako tretie byt &islo 9 — x. Dva plné krazky v tabul'ke tak oznacuji rovnaké
Cislo, teda v tabul’ke je opat najviac Sest réznych Cisel.
Najvacsi mozny pocet roznych Cisel v tabul'ke je teda 6.
Poznamka:
Je mozné ukazat, Ze kazda vyhovujica tabul'ka so 6 r6znymi ¢islami je vyplnena niektorou z tychto devatic ¢isel:
* (1,1,2,2,3,3,5,6,7),
e (1,1,2,2,3,4,5,5,7),
* (1,1,2,3,3,4,5,5,6),
¢ (1,2,2,3,3,4,4,5,6).
Pokyny:
2 body dajte za cast a) a 4 body za cast b).
V pripade netplnych postupov ocerite ciastkové kroky nasledovne (uvazujeme len tabul’ky vyhovujice zadaniu):
A1l Priklad tabul'ky so 6 rovnakymi ¢islami: 1 bod.

A2 Zddévodnenie, preco tabul'ka nemdZe obsahovat viac ako 6 rovnakych ¢isel: 1 bod.
Celkovo za Cast a) potom dajte stucet poctov bodov za Al a A2.

B1 Priklad tabul’ky so 6 r6znymi ¢islami: 1 bod.

B2 Zdovodnenie, preco tabul'ka nemo6Zze obsahovat viac ako 7 roznych cisel: 1 bod.
B3 Zdbvodnenie, preco tabul'ka s ¢islom 8 obsahuje najviac 6 réznych ¢isel: 1 bod.
B4 Zdbévodnenie, preco tabul'ka s ¢islom 7 obsahuje najviac 6 roznych ¢isel: 2 body.

B5 Zdovodnenie, preco tabulka s (aspoil) 7 roznymi ¢islami by musela byt vyplnena ¢islami 1, 1, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7: 2 body.

B6 Zdbévodnenie, preco tabul'ka nemoze obsahovat viac ako 6 réznych ¢isel: 3 body.

Celkovo za Cast b) potom dajte sticet po¢tu bodov za B1 a maxima poctov bodov za B1, B2, B3, B4, B5.



