MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

RieSenia uloh Skolského kola kategorie B

1 Kladné celé cisla a, b, ¢ si umiestnené do kruhu ako na obrazku, pricom kazdé cislo je delitelom stuctu dvoch
¢isel s nim susediacich. Najviac kol'ko z ¢isel a, b, c moZe byt réznych?

Nech kladné celé ¢isla a, b, ¢ vyhovujd zadaniu tlohy. To je mozné vyjadrit tromi podmienkami:

(Josef Tkadlec)
RieSenie 1:

e a|b+c, tiZe b + ¢ = ma pre nejaké kladné celé ¢islo m,
e b|a+b,cizeb | q,
e cla+c/izec | a.
Z b | a vyplyva, Ze ¢islo b deli oba ¢leny na pravej strane upravenej rovnosti c = ma — b, ateda b | c¢. Podobne

zc | aab = ma— cvyplyvac | b. Pre kladné celé Cisla b a c vztahy b | c a ¢ | b znamenaju, Ze b = c. To teda
znamena, Zze medzi ¢islami a, b, c m6Zu byt najviac dve rézne.

Pocet 2 dosiahneme napriklad v pripadea =2ab =c = 1.

RieSenie 2:

Namiesto rovnosti b = ¢ z prvého rieSenia dokazeme, Ze prirodzené Cislaa, b, c také,zea | b+ c,b | aac | q,
nemozu byt navzajom rdzne.

Predpokladajme teda, Ze platia # b, b # c a c # a. Potom zo vztahov b | a a ¢ | a vyplyvajd nerovnosti a = 2b
aa = 2c. Ich s¢itanim dostaneme a + a = 2b + 2c, ¢ize a = b + c, kde vdaka vztahu a | b + ¢ musi platit
a = b+ c.Pretoplatia = 2b a a = 2¢, inak by asponi jedna z nerovnosti a > 2b a a > 2c¢ bola ostrj, a platilo by
potom a > b + c.Z toho 2b = 2c¢, takée b = c. Preto vSetky tri nerovnosti a # b, b # ¢ a ¢ # a nemdzu platit
stcasne.

Poznamka:

Aj ked' to zadanie tlohy nevyzaduje, ukdzeme (dokonca dvoma spésobmi), Ze vSetky vyhovujuce trojice (a, b, ¢)
su tvaru (b, b, b) a (2b, b, b), kde b je l'ubovolné kladné celé ¢islo.

Pri prvom postupe vyuzijeme rovnost b = c, ktord sme dokazali v prvom rieseni. Vdaka nej sa podmienky
b+ c =ma b | aac | azredukujunavztahy 2b = maab | a.KedZzez b | a vyplyva 2b < 2a, z rovnosti
2b = ma dostdvame m = 1 alebo m = 2. Trojica (a, b, ¢) sa podla toho rovna (2b, b, b), resp. (b, b, b).

Pri druhom postupe vyjadrime podmienkya | b+ ¢, b | aac | a vztahmi

b+ce{a 2a,3a,4aq,..}

1 1 1
b,c€ {a, 54,34, a, }
Z druhého vztahu vyplyva b + ¢ < 2a, teda podla prvého vztahu bud platib + ¢ = a,ato praveked' b = c = %a,
alebo plati b + ¢ = 2a,ato prave ked' b = ¢ = a.
Pokyny:

Dajte 1 bod za spravnu odpoved’ a 5 bodov za d6kaz tvrdenia, Ze a, b, c nemoZu byt tri r6zne ¢isla. Bod za spravnu
odpoved’ vs$ak priznajte, len ked’ je k nej uvedena aspon jedna vyhovujica trojica (a, b, ¢), napriklad (2,1, 1)



alebo (2b, b, b).Z 5 bodov za dokaz dajte 1 bod za zapis (napriklad aj slovny) vSetkych troch delitelnostia | b+c,
b | a ¢ | aadalsi1 bod za aspon jednu z nerovnostia < b + ¢, b < a, ¢ < a.Za vSetky tri nerovnosti
a vysledok b + ¢ < 2a scitania poslednych dvoch z nich dajte 3 body (pozri druhy postup z poznamky). Pri
postupe podobnom tomu z iného rieSenia dajte 2 body za aspoii jednu z nerovnosti a = 2b alebo a > 2¢ a dalsi
1 bod za ich séitanie.

Nech ABCD je obdiznik so stredom S a dlh$ou stranou AB. Kolmica na priamku BD prechadzajiica vrcholom
B pretne priamku AC v bode E. Rovnobezka s priamkou BE vedena stredom S pretne stranu CD v bode F.
Predpokladajme, ze |CE| = |BC]|.
a) Urcte vel'kost uhla BSC.
b) Dokaite, ze |DF| = 2 |CF]|.

(Jaroslav Svréek)
RieSenie 1:
PopiSeme niekol'’ko postupov rieSenia oboch ¢asti a) ab). Bezkomentara v nich budeme vyuzivat zndme rovnosti
|AS| = |BS| = |CS| = |DS|. Zd6éraznime eSte, Ze podmienka |AB| > |BC| zo zadania ulohy zarucuje, Ze bod E
lezi na prediZeni uhloprie¢ky AC za bod C.
a) e Postup 1:

Bod C lezi na prepone SE pravouhlého trojuholnika SBE. Sucasne lezi na osi jeho odvesny BE, pretoze
|CB| = |CE| podla zadania. Z Talesovej vety teda vyplyva, Ze kruznica opisana tomuto trojuholniku ma
stred prave v bode C. Platia preto rovnosti |CB| = |CE| = |CS| = |BS|, odkial vyplyva, Ze trojuholnik
BSC je rovnostranny. Hladana vel'kost uhla BSC je preto 60°.

e Postup 2:

Uhly EBS a CBA st pravé, a teda zhodné, a uhol CBS je ich spolo¢nou ¢astou, a preto aj uhly EBC a SBA
st zhodné. Z rovnoramennych trojuholnikov BEC a ABS v$ak vyplyva |XEBC| = |&CEB| a |&SBA| =
|«BAS|. Plati teda |*CEB| = |&BAS|, ¢ize |XAEB| = |«BAE]|, a preto je aj trojuholnik EAB rovnora-
menny a plati |BE| = |AB|. Rovnoramenné trojuholniky BEC a ABS st teda podla vety usu zhodné. Plati
preto |[BC| = |BS| = |CS]|, trojuholnik BSC je teda rovnostranny, odkial' |*BSC| = 60°.

e Postup 3:

Oznac¢me ¢ vel'kost uhlov pri zakladni BE rovnoramenného trojuholnika BEC. Vzhladom na to, Ze plati
[XEBS| = 90°, je potom 90° — ¢ vel'kost uhlov pri zakladni BC rovnoramenného trojuholnika BCS,
a preto jeho treti uhol BSC ma velkost 2¢. Trojuholnik SBE tak ma vnatorné uhly vel'kosti 90°, ¢ a 2¢,
plati teda ¢ + 2¢ = 90°, odkial' ¢ = 30°, a preto |[«BSC| = 2¢ = 60°.

E

1 [/

b) e Postup 1:
Uhol FSD je rovnako ako uhol EBD pravy, pretoZe FS || EB podla zadania. Z rieSenia casti a) vieme, Ze
BSC je rovnostranny trojuholnik. Rovnoramenny trojuholnik € DS ma preto vntutorné uhly vel'kosti 30°,
30° a 120°. Odtial' dostavame
|«FCS| = |«DCS| = 30°

a
|<CSF| = |[«CSD| — |[<FSD| = 120° — 90° = 30°,

takze CFS je rovnoramenny trojuholnik a plati |[SF| = |CF|. Namiesto rovnosti [DF| = 2 |CF| teda staci

dokéazat rovnost |DF| = 2 |SF|. Ta v$ak, ako je zname, vyplyva z pravouhlého trojuholnika FDS, lebo

|«FDS| = 30°.

(Vyplyva to z pozorovania, Ze rovnostranny trojuholnik je svojou vySkou rozdeleny na dva zhodné troj-
uholniky s uhlami 30°, 60°, 90°. Je tieZ moZné priamo vyuZit z toho vyplyvajicu rovnost sin 30° = %.)



e Postup 2:
Nech d = |CS| = |BS| = |DS|. Z rieSenia Casti a) vieme, Ze potom plati aj |BC| = d, ¢o spolus |DB| = 2d
vedie podl'a Pytagorovej vety krovnosti [DC| = dv/3.Z podobnosti pravouhlych trojuholnikov FDS aBDC
mame |DF|/|DS| = |DB| /|DC|, odkial

IDB|-|DS| 2d-d 2

2
= ==.dvV3==|DC|.
DT~ a3 3 3 10¢l

To uz zrejme znamend, Ze plati |DF| = 2 |CF|, ako sme mali dokazat.

IDF| =

e Postup 3:

Oznaéme M priese¢nik priamok CD a BE. KedZe S je stred usecky BD a SF || BM, isecka SF je stredna
priecka trojuholnika BMD, teda plati |DF| = |FM|. Nasou ulohou je preto ukazat, Ze C je stred tsecky
FM. Na to staci overit, Ze st zhodné trojuholniky CFS a CME. Tie vSak maji zhodné vrcholové uhly pri
spolo¢nom vrchole C a rovnako zhodné striedavé uhly pri vrcholoch F a M. Napokon st zhodné aj ich
strany CS a CE, ako sme ukdazali v rieSeniach Casti a). Podla vety usu su teda trojuholniky CFS a CME
naozaj zhodné.

E

e Postup 4:

Oznacme G stred useCky DE. Potom SG je stredna priecka trojuholnika BDE, a teda okrem FS || BE plati
aj SG || BE. Preto bod F leZi na priecke SG, ktora je zaroveii taznicou trojuholnika SED. Aj tsecka DC je
jeho taznicou, lebo |CS| = |CE| podla rieSenia Casti a). Priese¢nik F tychto dvoch taZnic je teda taZiskom
trojuholnika SED, a preto plati |DF| = 2 |CF|, ako sme mali dokazat,

E

e Postup 5:

Ozna¢me H priese¢nik priamky SF so stranou AB. Zo stredovej simernosti obdi{Znika ABCD a z podob-
nosti trojuholnikov AHS a ABE (podla vety uu) vyplyva

IDF| _ |BH| _ |BA| _ |EA] _|ES]
ICF| — |AH| — |AH| A4S —lAsI
Podla rieSenia Casti a) vSak plati |[EC| = |CS| = |SA|, takze |ES| / |AS| = 2, a preto tiez |DF| / |CF| = 2.
E
D F C
S
A H B

e Postup 6:

Oznaéme | stred Usecky BS. Podla rieSenia ¢asti a) je trojuholnik BSC rovnostranny, takZe tsecka CJ je
jeho vyska. Nasledne zo vztahov C] L BD a FS L BD vyplyva, Ze trojuholniky CDJ a FDS st podla vety



uu podobné. Preto zo zrejmej rovnosti |DS| = % |DJ| vyplyva |DF| = g |DC]. To uz znamen4, Ze naozaj
plati |[DF| = 2 |CF]|.
E

RieSenie 2:

Nech G je bod stredovo simerny s bodom B podla stredu C. Potom |[CB| = |CE| = |CG|, takZe C je stred kruZnice
opisanej trojuholniku BEG. Podla Talesovej vety je preto uhol BEG pravy. Stvoruholnik SBEG je teda obdiZnik,
takze stred C jeho uhlopriecky BG je sj stredom jeho druhej uhlopriecky SE. Plati preto

1 1
ISBI = 5 1BD| = 7 |4C| = |CS| = |CE| = CBI,

trojuholnik BSC je rovnostranny, takze |<BSC| = 60°.

A B

KedZe SC je stredna priecka trojuholnika BDG, aj trojuholnik BDG je rovnostranny. Jeho taznica SG je preto
kolma na stranu BD, takze na nej lezi aj bod F. KedZe tento bod leZi aj na jeho druhej taznici CD, je to jeho
tazisko. Preto |DF| = 2 |CF|.

Pokyny:
Po 3 bodoch dajte za kazdu z Casti a) a b).
V pripade netplnych postupov ocenite ¢iastkové kroky v rieSeni 1 nasledovne:

A1 Dokaz rovnosti |AB| = |BE|: 1 bod.
A2 Doékaz rovnosti |SC| = |CE| (alebo tvrdenie, Ze C je stred kruZnice opisanej trojuholniku BSE): 2 body.
A3 Akje rieSenie Casti a) zaloZené na vypoctoch uhlov (ako v naSom postupe 3), dajte:

¢ 1 bod za oznacenie neznamej vel'kosti (povedzme ¢) jedného z uhlov pri vrchole B, C, S alebo E
s cielom vyjadrit pomocou ¢ vel'kosti dalsich uhlov potrebnych na vypocet tejto neznamej;

¢ 1 bod za spominané vyjadrenia vedudce k zostaveniu rovnice pre jednu neznamu ¢ (na zaklade su-
¢tu 180° uhlov vhodného trojuholnika alebo rovnosti [€EBS| = 90° alebo rovnoramennosti jedného
z trojuholnikov BEC a BCS);

¢ 1bod za vyrie$enie zostavenej rovnice a ur¢enie hodnoty |*BSC]|.

Za zavedenie viac ako jednej neznamej Ziadny bod neudelujte, pokial nie je ich eliminaciou ziskana rovnica
s jednou neznamou (za 2 body), alebo je zapisana sustava rovnic, ktora ma jediné rieSenie (taktiez za 2
body).

B1 Dokaz, Ze trojuholnik CF'S je rovnoramenny: 1 bod.

B2 Dokaz rovnosti |[DF| = 2 |SF|: 1 bod.

B3 Myslienka vyuzZit podobnost trojuholnikov DFS a DBC na porovnanie diZok ich stran: 1 bod.
B4 Dokreslenie aspoi jedného z bodov M, G, H, J: 1 bod.

Za Cast a) dajte maximum z bod za A1, A2, A3. Za cast' b) dajte maximum z poc¢tov bodov za B3 a za B4 a zo suctu
bodov za B1 a za B2.



V pripade netplnych postupov ocerite ciastkové kroky v rieseni 2 nasledovne:

e Dokreslenie bodu G: 1 bod.
e Dokaz rovnostrannosti trojuholnika BDG: 1 bod.

e Dokaz toho, Ze F leZi na tsecke SG: 1 bod.

Absenciu zmienky o polohe bodu E na polpriamke opacnej k polpriamke CA tolerujte.

3 Pre nenulové redlne cisla a, b, c plati
a?(b + c) = b?(c + a) = c?(a + b).

Urcte vSetky mozné hodnoty vyrazu
(a+b+c)?

(Jaromir Sims3a)
RieSenie 1:
Zdoraznime, Ze vdaka nenulovosti ¢isel a, b, ¢ plati a? + b% + c? > 0, takze uvazovany vyraz ma zmysel a nase
vypocty jeho hodndt budu korektné.

Upravujme najprv prvu zo zadanych rovnosti:
a?(b +c) = b?(c + a),
a?b + a?c = b%c + b?a,
a’b — b%a = b%c — a?c,
ab(a—b)=c(b—a)(b+a),
ab(a—b) = (b—a)(ch + ca),
(a—=Db)(ab+ bc+ca) =0.
Analogickou tipravou druhej rovnosti dostaneme
(b —c)(ab + bc+ca)=0.
Vidime, Ze akab+bc+ca # 0,takplatia—b = 0ajb—c = 0,Coznamenaa = b = c.Platitedaab+bc+ca =0
alebo a = b = c. Pozrime sa na hodnotu daného vyrazu v kazdom z oboch pripadov.

e Vpripade ab + bc + ca = 0 plati

(a+b+c)> a®+b*+c?+2(ab+bc+ca) a*+b*+c?

az+b2+c2 a? + b? + c? T az+b2+4c?

e Vpripade a = b = c plati
(a+b+c) (3a)? _9a*
a?+b2+c2 a?+a?+a? 3a?

Oba pripady st mozné, napriklad prvy nastane v pripade (a,b,c) = (2,2,—1) a druhy v pripade (a,b,c) =
(1,1,1).

Jediné mozné hodnoty vyrazu zo zadania st teda 1 a 3.

RieSenie 2:

Krat$im postupom odvodime podmienku, Ze plati ab + bc + ca = 0 aleboa = b = c. (Potom uZ je moZné
rieSenie dokoncit rovnako ako v rieSeni 1.)

Ak od¢itame (b + ¢)(c + a)(a + b) od kazdého z troch vyrazov v a?(b + ¢) = b?(c + a) = c?(a+ b), dostaneme
po vyiati spolo¢nych c¢initelov rovnosti

a?(b+c)—(b+o)(c+a)a+b)=b%(c+a)—(b+c)(c+a)la+b)=c?*(a+b)—(b+c)(c+a)(a+h),

t.j.
(b+c)(a®=(c+a)a+hb))=(c+a)(b?—(a+b)(b+c))(a+b)(c?—(b+c)c+a)),
t.j.
(b+c)(—(ab+bc+ca)) =(c+a)(—(ab+ bc+ca))(a+b)(—(ab+ bc +ca)),



ateda
(b +c)(ab + bc + ca) = (c +a)(ab + bc + ca)(a + b)(ab + bc + ca),

Odtial' v pripade ab + bc + ca # 0 vychadza
btc=c+a=a+h,

atedaa=b=c.
Pokyny:
Absenciu ivodnej zmienky o tom, Ze zadany vyraz ma zmysel, tolerujte. V pripade netplnych postupov ocerite
Ciastkové kroky nasledovne:
A1l Odvodenie rozkladu (a — b)(ab + bc + ca) alebo analogického: 2 body.
A2 Zdoévodnenie, Ze plati a = b = c alebo ab + bc + ca = 0: 3 body.
B Urcenie hodnoty vyrazu v pripade ab + bc + ca = 0: 1 bod.

C Uvedenie prikladu nenulovych &isel a, b, ¢ spitiajicich okrem rovnosti zo zadania aj rovnost ab+bc+ca =
0: 1 bod.

D Urcenie hodnoty vyrazu v pripade a = b = c: 1 bod.

Celkovo potom dajte maximum zo suc¢tu bodov za A1 a A2 a z poc¢tov bodov za B, C a D:

Za akékolvek upravy zadanych rovnosti, ktoré nevedd k zaveru z Al ani A2, Ziadne body neudelujte. Ak by
rieSitel podla doterajSich pokynov nemal ziskat Ziadny bod, dajte 1 bod za uvedenie hypotézy, Ze jediné mozné
hodnoty daného zlomku st 1 a 3, ak st obe dolozené prikladom trojice (a, b, ¢) nenulovych &isel, ktora spiia
rovnosti zo zadania.




