61. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Celostatne kolo kategérie A

25.—-28. marec 2012, Rakovice, kraj Trnava

1. Ndjdite vietky celé ¢isla n, pre ktoré je n* — 3n? + 9 prvocislo. (Ales Kobza)

RieSenie. Zadany vyraz mozno jednoduchou tpravou rozlozit na saéin:
nt —3n?+9=n+6n>+9—-9n* = (n*+3)> - (3n)> = (n* + 3n+ 3)(n* — 3n + 3).

Oba ¢initele st celymi ¢islami, teda delitelmi stic¢inu. Aby stéin bol prvoéislom p, musi
byt niektory z ¢initelov rovny 1, resp. —1 (a druhy p, resp. —p). AvSak diskriminant
oboch kvadratickych ¢initelov je (£3)2 —4-4 = —3, teda zaporny, ¢ize oba nadobtdaji
len kladné hodnoty. Vzhladom na to nemé6zu nadobtdat hodnotu —1 a sta¢i uvazovat
kvadratické rovnice

n>+3n+3=1 a n?>—3n+3=1.

Riesenim prvej rovnice s hodnoty n = —1 a n = —2, pre ktoré druhy cinitel
nadobida hodnoty 7 a 13, ¢o s prvocisla.

RieSenim druhej rovnice st n = 1 a n = 2, pre ktoré prvy ¢initel nadobtda opéf
prvociselné hodnoty 7 a 13.

Odpoved. Zadany vyraz je prvocislom prave vtedy, ked n € {—2,—1,1,2}.

2. Zistite, aky je najvacsi mozny obsah trojuholnika ABC, ktorého taZnice maju dizky
spliiajice nerovnosti to < 2, ty, < 3, t. < 4. (Pavel Novotny)

RieSenie. Ozna¢me T tazisko trojuholnika ABC a K, L, M stredy stran BC, CA,
AB. Taznice delia trojuholnik ABC na $est mensich trojuholnikov s rovnakym obsahom:

Napr. trojuholnik AMT m4 stranu |[AM| = ic a jeho vyska na stranu AM m4 zrejme

> 1 . 1 1. 1, _1°1 1 . ..
velkost 3v., takze Sayr = 5 - 5¢- 3Ve = § - 53¢ Ve = §Sapc a analogicky to plati aj

pre zvys$nych pit trojuholnikov.

Uloha uréif najvicsi mozny obsah trojuholnika ABC je teda ekvivalentna s ilohou
uréit najvicsi mozny obsah jedného zo Siestich mensich trojuholnikov — vysledok staci
vynésobit Siestimi.




Uvazujme napriklad trojuholnik AT'L (obr. 1). Pre jeho dve strany plati
2 4

AT| = St S 3

1
TLl =3t < 1.
3 ITL| = Sty

Preto pre jeho obsah dostavame

2
-1-sin|LATL| = —s1n|AATL| <

l\DIH

1
Sars = 5|AT| - |TL| -sin|LATL| £

OJInB
COI[\D

Tym sme dokézali, ze obsah trojuholnika ABC, ktorého t’ainice spliiaji zadané nerov-
nosti, nemoze byt vicsi ako 6- g = 4. Pritom rovnost Sary, = (t.j. Sapc = 4) nastane
len vtedy, ked t, = 2, t, = 3 a |[{ATL| = 90°.

Trojuholnik ABC' s takymito vlastnostami vieme lahko ,zrekonstruovat®: Najskor
narysujeme pravouhly trojuholnik ATL, v ktorom pozndme dlzky oboch odvesien
|AT| = %, |TL| = 1 a nésledne zostrojime bod C ako obraz bodu A v stredove;
sumernosti so stredom L a bod B ako obraz bodu L v rovnolahlosti so stredom T
a koeficientom —2 (obr.2). Sta¢i uz len overit, Ze v takomto trojuholniku ABC' plati

t, < 4.
C

Wl

A
Obr. 2

Dlzku t. mozno vypoéitat roznymi spésobmi. Napriklad v pravouhlom trojuholniku
ABT mé prepona AB podla Pytagorovej vety dlzku

AB| = VIATE + [TBE =[5 +1= /% = V13,

takze velkost polomeru Télesovej kruznice nad priemerom AB je

1 1

Odtial t. = 3|MT| = /13 < 4.2
Odpoved. Najvicési mozny obsah trojuholnika ABC' je 4.

! Rovnaky vysledok vieme lahko dostat aj bez pouzitia funkcie sinus: Pre vysku v na stranu AT
v trojuholniku ATL zrejme plati v < |TL|, takze Sary = %U|AT| < %|TL||AT|, pri¢om rovnost
plati, ked AT L TL.

2 Ak si nevsimneme Télesovu kruznicu nad AB, mézeme postupovat tak, ze aj z pravouhlych tro-
juholnikov ATL a BTK dopocitame prepony, ktoré st polovicami stran b, a trojuholnika ABC':

1b_1/1+16 ,ga:1/4—|—f 2\/10. Tedaa:%x/lo,b:%,c: 2 13 a na vypocet

taznice mdézeme pouzif zndmy vzorec t. = % 2a2 + 2b2 — 2.



Iné rieSenie. Obsah trojuholnika ABC mozno vypocitat podla vzorca

1
Sapc = g\/Z(tgtg 242 4 1202) — (th+ th 4 £2). (1)

Tento vzorec mozno Tahko odvodif nasledovnou tvahou: Ak zobrazime trojuholnik
ABC' v stredovej stimernosti so stredom K (pri oznaceni bodov ako v prvom rieseni)

a obrazy bodov M, A oznac¢ime M’, A’, tak trojuholnik BM’L m4 zrejme dizky stran

rovné t,, tp, t. (obr.3). Pritom jeho obsah tvori % obsahu rovnobeznika ABA'C, ¢ize %

obsahu trojuholnika ABC'. Takze podla Herénovho vzorca mame Sapc = % Sy =

= 3vu(u —to)(u —tp)(u — t.), pricom u = 3(tq +tp + tc), a po Gprave dostaneme (1).

C M’ A’

A M B
Obr. 3

Oznacme t2 = z, 12 = y, t? = 2. Vjraz na pravej strane (1) m4 najvécsiu hodnotu
vtedy, ked v iom mé najvicésiu hodnotu vyraz pod odmocninou. Zabudnime teda na
geometricky vyznam vzorca a hladajme najvicésiu mozni hodnotu vyrazu

V:2(xy+yz+za:)—(x2+y2+z2)

pri podmienkach 0 S 2 <4, 0y <9,0 =< 2 £ 16.
Ak zvolime hodnoty z, y pevné, vyraz V je kvadraticky v premennej z. Upravou
na Stvorec dostaneme

V=—(z—(x+y)’ +4oy Sday <4-4.9=144.

Rovnost pritom nastane pre x = 4, y = 9 a z = ¢ + y = 13. Nasli sme teda najvicsiu
moznu hodnotu vyrazu V pri stanovenych podmienkach. Ked tento vysledok dosadime
do (1), obdrzime

1 1
Sapc = gﬁé §V14 = 4.

Rovnost Sapc = 4 je splnend pre trojuholnik s faznicami t, = V4 = 2, t, =
=9 =3 at. =13 < 4. Trojuholnik s takymito dlzkami faznic naozaj existuje
— uvedené dizky totiz spliiaji trojuholnikové nerovnosti (2 + 3 > 1/13), takze vieme
zostrojif trojuholnik BM'L z obr.3 (|BM'| = t. = V13, |M'L| = t, = 2, |LB| =
= t, = 3) a nésledne dorysovat trojuholnik ABC (bod K je taziskom trojuholnika
BM'L, vrchol C je obrazom B v stredovej stimernosti podla K, vrchol A je obrazom
C' v stredovej simernosti podla L).



3. Dokdzte, Ze medzi lubovolngmi 101 redlnymi cislami existuji dve ¢&isla w a v, pre
ktore plati
100 ju — o] - [1 —uv| £ (1 +u?)(1 4 0?).

(Pavel Calabek)

RieSenie. Ekvivalentnymi tipravami nerovnosti zo zadania (s vyuzitim toho, Ze vyraz
1+ 22 je kladny pre kazdé x € R) dostaneme

100 [(u — v)(1 — uv)|
100‘u—v—u v+ uv |

(1+u?)(1+v%),
(1+ %ﬂ+ﬁx

1
1 1+ v?

U v 1
14 u? 14 02 100"

IVANIVAN

||/\

lu(1 +v%) — (1 4 u?)|

Vsetky hodnoty funkcie

s
f(x):m, reR

lezia v intervale (—%, %), pretoze pre kazdé redlne ¢islo x plati

(1-2)* 20, (1+z)* 20,
1+ 22 2 2z, o 1+ 22> -2z,
1, @ e
2 7 1+ a2 2 7 1+ a2
Rozdelme interval (— 2, 2) s dlzkou 1 rovnomerne na sto malych intervalov s dlzkou = 106+

Podla Dirichletovho principu medzi Iubovolnymi 101 ¢islami nédjdeme dve éisla u, v
také, ze f(u), f(v) lezia v tom istom malom intervale. Pre ttto dvojicu zrejme plati
|f(u) — f(v)] £ 155, €o je presne nerovnost (1), ktord je ekvivalentné so zadanou ne-
rovnostou.

4. Vnutri rovnobeznika ABCD je dany bod X. Zostrojte priamku, ktord prechddza
bodom X a rozdeluje dany rovnobeznik na dve casti, ktorych obsahy sa navzdjom lisia
¢o najviac. (Vojtech Balint)

Riesenie. Kedze sti¢et obsahov oboch ¢asti, na ktoré priamka deli rovnobeznik ABC D,
je stale rovnaky, ligif sa buda ¢o najviac prave vtedy, ked mensi z obsahov bude najmensi
mozny. RieSenie za¢neme pozorovanim, Ze ak bod X lezi v strede rovnobeznika ABC D,
tak kazda priamka, ktord nim prechadza, deli rovnobeznik na dve casti s rovnakym
obsahom. Obe casti su totiz v takom pripade zhodné — jedna sa zobrazi na druhu
v stredovej simernosti podla stredu X (obr.4).

Uvedeny fakt vyuzijeme aj pri vSeobecnej polohe bodu X . Predpokladajme, ze bod
A’, ktory je obrazom bodu A v stredovej simernosti podla X, lezi vnutri rovnobeznika
ABCD. Ak oznac¢ime K, L, M, N postupne stredy stran AB, BC, CD, DA a S
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stred rovnobeznika ABC D, tak opisana situdcia nastane prave vtedy, ked X lezi vnutri
rovnobeznika AKSN (obr.5).

D M C

Obr. 4 Obr. 5

Bodom A’ vedme rovnobezky so stranami rovnobeznika a ich prieseéniky so stra-
nami AB a AD oznaéme P a Q. Stvoruholnik APA’Q je zrejme rovnobeznik a bod X
je jeho stredom. Preto kazda priamka prechadzajuca cez X rozdeluje APA’(Q na dva
atvary s rovnakym obsahom. Kazdy z tychto dvoch utvarov pritom patri do inej casti
rovnobeznika ABC D (obr. 6a), takze Ziadna z dvoch ¢asti rovnobeznika ABC'D nemdze
mat obsah mensi ako polovica obsahu rovnobeznika APA’(). Najmensi obsah mensej
Casti dosiahneme, ked okrem tutvaru pochadzajiceho z rovnobeznika APA’() nebude
Cast obsahovat ni¢ iné, ¢o je mozné len v pripade, Ze deliaca priamka je totozna

s priamkou PQ (obr. 6b).

D C D C
fq / /QVAI /
A P D B A P\ B

Obr. 6a Obr. 6b

Ak bod X lezi vnutri rovnobeznika KBLS, SLCM, resp. NSMD (obr.5), de-
liacu priamku zostrojime obdobnym postupom: Pomocou obrazu bodu B, C' resp. D
v stredovej stmernosti podla X zostrojime mensi rovnobeznik, ktory lezi cely vnutri
rovnobeznika ABCD, mé stred X a dve jeho strany leZia na stranidch poévodného
rovnobeznika. Rozdelujicou priamkou musi byt uhlopriecka mensieho rovnobeznika
oddelujica jeho polovicu od zvysku rovnobeznika ABCD.

Ostéava vySetrit pripad, ked X lezi vnutri jednej z tseiek KM, N L (mimo stredu
rovnobeznika ABCD). Aj v tejto situacii vieme zostrojit mensi rovnobeznik, ktory cely
lezi v rovnobezniku ABCD, bod X je jeho stredom a strany (tentoraz az tri) ma na
stranach pévodného rovnobeznika.

D C D C
5/ /v B /4
A B A \ B
Obr. 7a Obr. 7b



Ak X lezi vnutri usecky K S, tak takym rovnobeznikom je ABA’B’, pricom A,
B’ st obrazy bodov A, B v stredovej stimernosti podla X. Aj v tomto pripade musime
deliacu priamku cez X viest tak, aby jedna z ¢asti rovnobeznika ABC D neobsahovala
okrem tutvaru pochadzajiceho z rovnobeznika ABA’B’ ni¢ iné. Je zrejmé, Ze vyhovu-
jacou bude prave kazda priamka U X, kde U je Tubovolny bod tsecky AB’ (obr. 7a, b).

Analogicky najdeme deliace priamky v pripade, ze X lezi vnutri niektorej z tisec¢iek
SM, NS ¢i SL.
Zaver. Ak X je stredom rovnobeznika ABCD, rieSenim je Iubovolné priamka precha-
dzajuca cez X. Ak X lezi mimo tseCiek KM, N L, rieSenim je jedina priamka. Ak X
lezi vnutri niektorej z tseciek K.S, SM, NS, SL, rieSenim je nekonecne vela priamok.
V kazdom z tychto pripadov je konstrukcia zrejmé z predoslych tvah.

5. V skupine 90 deti md kazdé aspon 30 kamardtov (kamardtstvo je vzajomné). Dokdzte,
Ze ich mozno rozdelit do troch 30-élennych skupin tak, aby kazdé dieta malo vo svojej
skupine aspon jedného kamardta. (Jan Mazak)

Riesenie. Rozdelenie vyhovujice zadaniu priamo neskonstruujeme, iba dokazeme, ze
také rozdelenie existuje. Vsetkych moznych rozdeleni 90 deti na tri 30-¢lenné skupiny
(pokial nezélezi na poradi skupin) je dokopy

90\ /60\ 1
V= (30) ' (30) TN

pretoze kazdé také rozdelenie mozeme vytvorit tak, ze najskor vyberieme zo vSetkych
deti jednu 30-¢lennt skupinu a potom zo zvysnych 60 deti vyberieme druhii 30-¢lennt
skupinu. Tretia skupina bude tvorena detmi, ktoré ostali (¢lenom 3! treba vysledny stcin
prirodzene vydelit, kedze kazdé rozdelenie sme zapocitali pre kazdé mozné poradie troch
skupin).

Rozdelenie nazveme zI€ kvoli dietatu A, ak pri iom diefta A nemé vo svojej skupine
ziadneho kamarata. Zaoberajme sa tym, kolko je vSetkych zlych rozdeleni (teda takych,
ktoré nevyhovuji zadaniu), ich pocet ozna¢me Z. Staci, ak ukazeme, Ze zlych rozdeleni
je menej ako vSetkych, t.j. Z < V.

Sktimajme, aky je pocet rozdeleni, ktoré su zlé kvoli A — ich pocet oznacme Z 4.
Ak A ma medzi vietkymi n kamaratov (¢ize ma 89 — n ,nekamaratov®), tak existuje?

89 —n
29
30-¢lennych skupin, v ktorych je A spolo¢ne s dalsimi 29 defmi, z ktorych ani jedno nie
je jeho kamarat. Pre kazda taktuto skupinu vieme zvysnych 60 deti rozdelit

60\ 1
30/ 2

sposobmi na dve 30-¢lenné skupiny (stéle neberieme ohlad na poradie skupin). Takze
pocet rozdeleni zlych kvoli A je

89 —n 60\ 1 59 60\ 1
Za = . =< . - (1)
29 30/ 2 29 30/ 2
3 V pripade, #ze n > 60, tak prirodzene neexistuje Ziadne rozdelenie zlé kvoli A. Aby sme sa vyhli
rozoberaniu osobitnych pripadov, dodefinujeme, tak ako je zvykom, (’;) = 0 v pripade, ze k < .
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(v nerovnosti sme vyuzili zadané ohrani¢enie n = 30, ¢ize 89 —n < 59 — zrejme z ¢im
viiéSej mnoziny 29 prvkov vyberame, tym viac kombinacii dostaneme).

.....

jednotlivé deti (kazdé zlé rozdelenie je totiz zlé kvoli jednému alebo viacerym detom).
Kedze deti je 90, podla (1) mame

59\ [60\ 1
Z <90 : -
=90 <29) (30) 2

Na dokaz nerovnosti Z < V tak staci dokdzat nerovnost
59 60 1 90 60 1
. . L ) . 2
%0 (29) (30) 2 < (30) (30) 31 @)

ktoru ekvivalentne upravime:
59 90\ 1
45 - Lz
> (29> < <30) 6’

59! < 90!
29!-30! " 30!-60!"

6-45-59-58-...-30<90-89-...-61,

90 89 61
<5 F8 30" (3)

.....

6-45-

6-45

nerovnost (3) a teda aj (2) plati, ¢o znamena, ze existuje rozdelenie, ktoré nie je zlé.

6. V obore redlnych cisel rieste sustavu rovnic

x* +y? 4+ 4 = byz,
y*+ 2% +4=">5zx,
z4+x2+4:5xy.

(Jaroslav Svréek)

RieSenie. Najskor odhadneme lav( stranu prvej rovnice danej stistavy pomocou nerov-
nosti 4z2 < 2% 44, ktora je splnend pre fubovolné redlne ¢islo x, pretoze je ekvivalentna
s nerovnostou 0 < (2% — 2)2. Rovnost v nej nastane prave vtedy, ked 22 = 2, t.j. prave
vtedy, ked x = /2 alebo z = —v/2.
Dostaneme tak
4o + 92 <2t P +4 =5y

Analogicky odhadneme aj Tavé strany zvysnych dvoch rovnic ststavy. Obdrzime tak
trojicu nerovnic
422 4+ y* < byz,

4y + 2% < bax, (1)
42% + 2% < Bay.
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Ich stctom dostaneme po jednoduchej Gprave nerovnicu
22+ % + 22 S zy+yz + 2y,
ktoru ekvivalentne upravime na tvar
(z—y)+ -2+ (z-2)?=20. (2)

Stcet druhych mocnin neméze byt zdporny. Preto v nerovnici (2) nutne nastava rovnost,
t.j. plati z = y = z. Rovnost musi ale platif tiez v kazdej nerovnici v (1). Odtial vyplyva

x:y:z:\/ﬁ alebo m:y:z:—\/i

Skuskou sa Tahko presvedéime, Ze obe najdené trojice danej stustave vyhovuju.

Zaver. Dana sustava rovnic ma v obore realnych cisel prave dve riesenia, si to trojice

(V2,v2,v2) a (—v2,-v2,-V?2).

Iné rieSenie. Po substittcii z = v2a, y = v/2b, z = v/2¢ (ktoru prirodzene urobime,
aby sustava mala trividlne rieSenie a = b = ¢ = £1) rieSime ststavu

4a* 4 2% 4+ 4 = 10bc,
4b* + 2¢% + 4 = 10ca, (3)
4¢* 4 2a% 4+ 4 = 10ab.

Pritom podla nerovnosti medzi vazenym aritmetickym a geometrickym priemerom
(nezapornych) &isel a, b*, a2, b?, 1 mame

20t +2b* + a2 + b2 + 4

> 3/q10p10 = |ab| = ab,
10 - -

teda 2a* + 2b* + a® + b% 4 4 > 10ab. S¢itanim tejto nerovnosti s dvoma nerovnostami,
ktoré z nej ziskame cyklickou zdmenou premennych, dostaneme, ze stcéet lavych stran
nastane v pouzitych AG-nerovnostiach, teda ked a? = b? = ¢ = 1. Pritom a, b, c musia
maf totozné znamienka, aby platila rovnost v nerovnosti |ab|] = ab a v podobnych
nerovnostiach s premennou c. Teda jedinym rieSenim sustavy (3) st trojice (1,1,1)
a (—1,—1,—1), ktorym zodpovedaju rovnaké trojice (z,y,z), aké sme nasli v prvom
rieSeni (a urobili pre ne skasku).



