
MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA 2023/2024
Riešenia úloh 1. dňa celoštátneho kola kategórie A

1 Nech 𝑎, 𝑏, 𝑐 sú kladné celé čı́sla také, že jedna z hodnôt
D(𝑎, 𝑏) ⋅ n(𝑏, 𝑐), D(𝑏, 𝑐) ⋅ n(𝑐, 𝑎), D(𝑐, 𝑎) ⋅ n(𝑎, 𝑏)

sa rovná súčinu zvyšných dvoch. Dokážte, že niektoré z čı́sel 𝑎, 𝑏, 𝑐 je násobkom iného z nich.
(D(𝑥, 𝑦), resp. n(𝑥, 𝑦) označuje najväčšı́ spoločný deliteľ, resp. najmenšı́ spoločný násobok kladných celých čı́sel
𝑥, 𝑦.)

(Jaroslav Sƽvrček, Josef Tkadlec)
Riešenie 1:
Bez ujmy na všeobecnosti predpokladajme, že platı́ naprı́klad

D(𝑎, 𝑏) ⋅ n(𝑏, 𝑐) = (D(𝑏, 𝑐) ⋅ n(𝑐, 𝑎)) ⋅ (D(𝑐, 𝑎) ⋅ n(𝑎, 𝑏)) = 𝑠,
pričom 𝑠 je vhodné kladné celé čı́slo. Použitı́m známeho vzťahu D(𝑥, 𝑦) ⋅ n(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦, ktorý platı́ pre všetky
kladné celé čı́sla 𝑥 a 𝑦, dostaneme

(𝑎𝑏𝑐)2

= (𝑎𝑏) ⋅ (𝑏𝑐) ⋅ (𝑐𝑎) = (D(𝑎, 𝑏) ⋅ n(𝑎, 𝑏)) ⋅ (D(𝑏, 𝑐) ⋅ n(𝑏, 𝑐)) ⋅ (D(𝑐, 𝑎) ⋅ n(𝑐, 𝑎)) =
= (D(𝑎, 𝑏) ⋅ n(𝑏, 𝑐)) ⋅ (D(𝑏, 𝑐) ⋅ n(𝑐, 𝑎) ⋅ D(𝑐, 𝑎) ⋅ n(𝑎, 𝑏)) = 𝑠 ⋅ 𝑠 = 𝑠2,

a teda po odmocnenı́ 𝑎𝑏𝑐 = 𝑠. Platı́
D(𝑎, 𝑏) ⋅ n(𝑏, 𝑐) = 𝑠 = 𝑎 ⋅ (𝑏𝑐) = 𝑎 ⋅ D(𝑏, 𝑐) ⋅ n(𝑏, 𝑐),

odkiaľ po vydelenı́ n(𝑏, 𝑐) dostávame D(𝑎, 𝑏) = 𝑎 ⋅ D(𝑏, 𝑐). Z toho 𝑎 | D(𝑎, 𝑏) | 𝑏, a teda 𝑏 je násobkom 𝑎.
Riešenie 2:
Označme 𝑣𝑝(𝑥) exponent prvočı́sla 𝑝 v prvočı́selnom rozklade daného kladného celého čı́sla 𝑥. Predpokladajme
opäť, že platı́ rovnosť

D(𝑎, 𝑏) ⋅ n(𝑏, 𝑐) = (D(𝑏, 𝑐) ⋅ n(𝑐, 𝑎)) ⋅ (D(𝑐, 𝑎) ⋅ n(𝑎, 𝑏)) .
Potom pre každé prvočı́slo 𝑝máme

𝑣𝑝 (D(𝑎, 𝑏) ⋅ n(𝑏, 𝑐)) = 𝑣𝑝 (D(𝑏, 𝑐) ⋅ n(𝑐, 𝑎) ⋅ D(𝑐, 𝑎) ⋅ n(𝑎, 𝑏)) .
Ak pri pevnom 𝑝 položı́me 𝛼 = 𝑣𝑝(𝑎), 𝛽 = 𝑣𝑝(𝑏) a 𝛾 = 𝑣𝑝(𝑐), môžeme zapı́sanú rovnosť opakovaným použitı́m
pravidla 𝑣𝑝(𝑥𝑦) = 𝑣𝑝(𝑥) + 𝑣𝑝(𝑦) a známych vzorcov

𝑣𝑝(D(𝑥, 𝑦)) = min(𝑣𝑝(𝑥), 𝑣𝑝(𝑦)),
𝑣𝑝(n(𝑥, 𝑦)) = max(𝑣𝑝(𝑥), 𝑣𝑝(𝑦))

prepı́sať ako
min(𝛼, 𝛽) +max(𝛽, 𝛾) = min(𝛽, 𝛾) + (max(𝛾, 𝛼) +min(𝛾, 𝛼)) +max(𝛼, 𝛽) = min(𝛽, 𝛾) + (𝛼 + 𝛾) +max(𝛼, 𝛽).
Ak by platilo 𝛼 > 𝛽, zı́skali by sme po sčı́tanı́ zrejmých nerovnostı́ min(𝛼, 𝛽) < max(𝛼, 𝛽), max(𝛽, 𝛾) < 𝛼 + 𝛾
a 0 ≤ min(𝛽, 𝛾) spor s odvodenou rovnosťou. Preto platı́ 𝛼 ≤ 𝛽.
Ukázali sme tak, že pre ľubovoľné prvočı́slo 𝑝 platı́ 𝑣𝑝(𝑎) ≤ 𝑣𝑝(𝑏), odkiaľ už vyplýva, že 𝑏 je násobkom 𝑎.

2 Nech vnútorný bod 𝑃 konvexného štvoruholnı́ka 𝐴𝐵𝐶𝐷 je taký, že
|∢𝑃𝐴𝐷| = |∢𝐴𝐷𝑃| = |∢𝐶𝐵𝑃| = |∢𝑃𝐶𝐵| = |∢𝐶𝑃𝐷| .

Nech 𝑂 je stred kružnice opı́sanej trojuholnı́ku 𝐶𝑃𝐷. Dokážte, že |𝑂𝐴| = |𝑂𝐵|.
(Patrik Bak)

Riešenie 1:
Zo zadaných rovnostı́ striedavých uhlov vyplýva 𝑃𝐶 ∥ 𝐴𝐷 a 𝑃𝐷 ∥ 𝐵𝐶. Keďže priamky 𝑃𝐶 a 𝑃𝐷 sú rôzne, a teda
rôznobežné, platı́, že aj priamky𝐴𝐷 a𝐵𝐶 sú rôznobežné. Označme𝑋 ich priesečnı́k. Sƽ tvoruholnı́k𝑃𝐶𝑋𝐷 je potom
rovnobežnı́k, a preto platı́ aj |∢𝐶𝑃𝐷| = |∢𝐶𝑋𝐷|.
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Platı́ 𝐴𝑋 ∥ 𝐶𝑃 a |∢𝑃𝐴𝑋| = |∢𝐶𝑋𝐴|, preto je štvoruholnı́k 𝐴𝑋𝐶𝑃 rovnoramenný lichobežnı́k. Os jeho základ‑
ne 𝐶𝑃, na ktorej ležı́ aj bod 𝑂 zo zadania, je teda zhodná s osou druhej základne 𝐴𝑋. Platı́ tak |𝑂𝐴| = |𝑂𝑋|.
Analogicky použitı́m rovnoramenného lichobežnı́ka 𝐵𝑋𝐷𝑃 zı́skame rovnosť |𝑂𝐵| = |𝑂𝑋|. Dokopy dostávame
|𝑂𝐴| = |𝑂𝑋| = |𝑂𝐵|.

3 Určte najväčšie prirodzené čı́slo 𝑛 také, že ľubovoľnú sadu 𝑛 tetramı́n, z ktorých každé je jedného zo štyroch
tvarov na obrázku, možno bez prekrývania umiestniť do tabuľky 20×20 tak, že každé tetramino pokrýva práve
štyri polı́čka tabuľky. Jednotlivé tetraminá je dovolené ľubovoľne otáčať a preklápať.

(Josef Tkadlec)
Riešenie:
Typy tetramı́n zo zadania nazvime postupne O, T, L a I.
Ukážeme, že hľadané najväčšie čı́slo 𝑛 je 99.
V prvej časti riešenia uvedieme prı́klad sady 100 tetramı́n, ktorú nie je možné do tabuľky 20 × 20 umiest‑
niť vyhovujúcim spôsobom. Bude to potom zrejme znamenať, že žiadne prirodzené čı́slo 𝑛 také, že 𝑛 ≥ 100,
požadovanú vlastnosť nemá.
Zoberme sadu 100 tetramı́n zloženú z 99 tetramı́n typu O a jedného tetramina typu T. Ak zafarbı́me tabuľku
20 × 20 ako šachovnicu, bude v nej rovnaký počet bielych aj čiernych polı́čok, konkrétne 202 ∶ 2 čiže 200.
Ak potomumiestnime do tabuľky najprv akokoľvek našich 99 tetramı́n typu O, bude nimi pokrytých 198 bielych
a 198 čiernych polı́čok, lebo každé z nich pokryje 2 biele a 2 čierne polı́čka. Bez pokrytia tak zostanú niektoré 2
biele a niektoré 2 čierne polı́čka, ktoré však nemožno pokryť zvyšným tetraminom typu T – jeho umiestnenı́m
totiž vždy pokryjeme 3 polı́čka rovnakej farby.
V druhej časti riešenia dokážeme, že čı́slo 99 požadovanú vlastnosť má. Popı́šeme totiž postup, ako je možné
ľubovoľnú sadu 99 tetramı́n do tabuľky 20 × 20 umiestniť vyhovujúcim spôsobom.

Zobrázkavidı́me, ako štyrmi tetraminami typuTvyplniť štvorec4×4 aakokaždýmidvoma tetraminami jedného
z troch typov O, L, I vyplniť obdlƵžnik 4 × 2. Všetky takéto štvorce a všetky takéto obdlƵžniky, ktoré môžeme
z danej sady 99 tetramı́n zostaviť, budemepotomdo tabuľky postupne ukladať (najprv všetky štvorce, až potom
obdlƵžniky) po vrstvách výšky 4 riadkov. Keďže sú riadky tvorené 20 polı́čkami, čo je násobok 4, bude každá nová
vrstva započatá, len ak je predchádzajúca vrstva vyplnená bezo zvyšku. Uvedomme si, že v okamihu, keď už
žiadny obdlƵžnik 4 × 2 na uloženie do tabuľky nemáme k dispozı́cii, platia nasledujúce skutočnosti:



• Sada všetkých zvyšných, t. j. doposiaľ neumiestnených tetramı́n, ktorú označı́me 𝒵, je podmnožinou sady
1‑krát O, 1‑krát L, 1‑krát I a 3‑krát T. Pre počet 𝑘 tetramı́n v sade 𝒵 tak platı́ 𝑘 ≤ 6.

• 99−𝑘 tetraminami v uložených štvorcoch a obdlƵžnikoch sme pokryli celkovo 4(99−𝑘) čiže 400−4(𝑘 +1)
polı́čok tabuľky, nepokrytých tak zostalo 4(𝑘 + 1) jej polı́čok.

• ObdlƵžnikmi a štvorcami sme postupne pokrývali vrstvy tabuľky s 80 polı́čkami bezo zvyškov, preto doposiaľ
nepokryté polı́čka v počte 4(𝑘+1), ktorý je vďaka 𝑘 ≤ 6menšı́ ako 80, tvoria časť poslednej vrstvy tabuľky,
a to jej podtabuľku s rozmermi 4 × (𝑘 + 1).

• Počet 99 − 𝑘 tetramı́n v umiestnených štvorcoch a obdlƵžnikoch je párne čı́slo, teda čı́slo 𝑘 ≤ 6 je nepárne,
a preto 𝑘 ∈ {1, 3, 5}.

Zostáva nám tak umiestniť 𝑘 tetramı́n tvoriacich sadu 𝒵 do tabuľky 4 × (𝑘 + 1). Rozlı́šime tri prı́pady podľa
hodnoty 𝑘, pritom v prı́padoch 𝑘 ∈ {3, 5} využijeme rozdelenie tabuľky 4 × (𝑘 + 1) so zastúpenı́m útvarov A, B
a C, ktoré sú vykreslené na obrázkoch:

A

B

C

A

B

C

Uplatnı́me pritom tieto zrejmé poznatky: Tetramino ktoréhokoľvek typu možno umiestniť do tabuľky 4 × 2 aj
do útvaru A, zatiaľ čo do útvarov B a Cmožno umiestniť tetramino každého z typov O, L, T.
• Prı́pad 𝑘 = 1.
Do prı́slušnej tabuľky 4 × 2 umiestnime to tetramino, ktoré tvorı́ celú sadu 𝒵.

• Prı́pad 𝑘 = 3.
Do útvaru A umiestnime jedno tetramino zo sady 𝒵, pritom dáme prednosť typu I, ak je zastúpený. Zvyšné
dve tetraminá zo sady 𝒵 umiestnime po jednom do útvarov B a C, nech už sú ktoréhokoľvek typu O, L, T.

• Prı́pad 𝑘 = 5.
Sada 𝒵 potom obsahuje 2 alebo 3 tetraminá typu T. Dve z nich umiestnime podľa obrázka. Ostatné tri tetra‑
miná zo sady 𝒵 umiestnime po jednom do útvarov A, B a C, pritom do útvaru A typ I, ak je v 𝒵 zastúpený.

Tým je aj druhá časť riešenia hotová.


