MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

RieSenia uloh 1. diia celostatneho kola kategorie A

1 Nech a, b, ¢ st kladné celé cisla také, Ze jedna z hodnét
D(a, b) - n(b, c), D(b,c) - n(c, a), D(c,a) -n(a,b)
sa rovna sucinu zvysnych dvoch. Dokazte, Ze niektoré z Cisel a, b, c je nasobkom iného z nich.
(D(x,y), resp. n(x, y) oznacuje najvacsi spolocny delitel, resp. najmensi spolo¢ny nasobok kladnych celych ¢isel
xy.)
(Jaroslav Svréek, Josef Tkadlec)
RieSenie 1:
Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze plati napriklad

D(a,b) - n(b,c) = (D(b,c) - n(c,a)) - (D(c,a) -n(a, b)) =s,

pricom s je vhodné kladné celé ¢islo. Pouzitim znadmeho vztahu D(x,y) - n(x,y) = xy, ktory plati pre vSetky
kladné celé ¢isla x a y, dostaneme
(abc)?

= (ab) - (bc) - (ca) = (D(a,b) - n(a,b)) - (D(b,c) - n(b,c)) - (D(¢,a) - n(c,a)) =
= (D(a, b) - n(b,c)) - (D(b,c) -n(c,a) - D(c,a) -n(a,b)) =s-s = s2?,
a teda po odmocneni abc = s. Plati
D(a,b) -n(b,c) =s =a-(bc) =a-D(b,c)-n(b,c),
odkial po vydeleni n(b, ¢) dostdvame D(a, b) = a - D(b, c). Z toho a | D(a, b) | b, a teda b je nasobkom a.
RieSenie 2:
Oznacme v, (x) exponent prvocisla p v prvociselnom rozklade daného kladného celého ¢isla x. Predpokladajme

opat, Ze plati rovnost
D(a,b) - n(b,c) = (D(b,¢) - n(c,a)) - (D(c,a) - n(a,b)).

Potom pre kazdé prvocislo p mame
v, (D(a,b) - n(b,c)) = v, (D(b,c) - n(c,a) - D(c,a) - n(a, b)) .

Ak pri pevnom p polozime a = v,(a), B = v,(b) ay = v,(c), mdZeme zapisanu rovnost opakovanym pouZitim
pravidla v, (xy) = v, (x) + v, (y) a znamych vzorcov

vp(D(x,y)) = min(vy, (%), v, (),
vp(n(x,y)) = max(v, (x), v (¥))
prepisat ako
min(a, B) + max(B,y) = min(B,y) + (max(y, @) + min(y, @)) + max(a, ) = min(B,y) + (a + y) + max(a, B).

Ak by platilo @ > B, ziskali by sme po scitani zrejmych nerovnosti min(e, ) < max(e, ), max(8,y) < a +vy
a0 < min(B,y) spor s odvodenou rovnostou. Preto plati a < 5.

Ukazali sme tak, Ze pre lubovolné prvocislo p plati v, (a) < v, (b), odkial uz vyplyva, Ze b je nasobkom a.

2 Nech vnutorny bod P konvexného Stvoruholnika ABCD je taky, ze
|«PAD| = |«ADP| = |&CBP| = |¥PCB| = |«CPD|.

Nech O je stred kruZnice opisanej trojuholniku CPD. Dokazte, Ze |0A| = |OB|.

(Patrik Bak)
RieSenie 1:
Zo zadanych rovnosti striedavych uhlov vyplyva PC || AD a PD || BC. KedZe priamky PC a PD su rozne, a teda

réznobezné, plati, ze aj priamky AD a BC stiréznobezné. Ozna¢me X ich priese¢nik. Stvoruholnik PCXD je potom
rovnobeznik, a preto plati aj |[€CPD| = |«CXD|.



Plati AX || CP a |«PAX| = |«CXA|, preto je $tvoruholnik AXCP rovnoramenny lichobeznik. Os jeho zaklad-
ne CP, na ktorej leZi aj bod O zo zadania, je teda zhodna s osou druhej zakladne AX. Plati tak |0A| = |0X]|.
Analogicky pouZitim rovnoramenného lichobeznika BXDP ziskame rovnost |OB| = |0X|. Dokopy dostdvame
|0A] = |0X]| = |0B].

Urcte najvacsie prirodzené Cislo n také, Ze l'ubovolnu sadu n tetramin, z ktorych kazdé je jedného zo Styroch
tvarov na obrazku, mozno bez prekryvania umiestnit do tabulky 20 X 20 tak, Ze kazdé tetramino pokryva prave
Styri policka tabul'’ky. Jednotlivé tetramind je dovolené l'ubovolne otacat a preklapat.

(Josef Tkadlec)
RieSenie:
Typy tetramin zo zadania nazvime postupne O, T, L a I.
Ukazeme, Ze hladané najvacsie Cislo n je 99.
V prvej Casti rieSenia uvedieme priklad sady 100 tetramin, ktord nie je mozné do tabulky 20 X 20 umiest-

nit vyhovujucim spésobom. Bude to potom zrejme znamenat, Ze Ziadne prirodzené cislo n také, ze n > 100,
poZadovanu vlastnost nema.

Zoberme sadu 100 tetramin zloZenu z 99 tetramin typu O a jedného tetramina typu T. Ak zafarbime tabul'ku
20 x 20 ako Sachovnicu, bude v nej rovnaky pocet bielych aj ¢iernych poli¢ok, konkrétne 202 : 2 ¢ize 200.
Ak potom umiestnime do tabul'’ky najprv akokolvek nasich 99 tetramin typu O, bude nimi pokrytych 198 bielych
a 198 ciernych policok, lebo kazdé z nich pokryje 2 biele a 2 ¢ierne policka. Bez pokrytia tak zostanu niektoré 2
biele a niektoré 2 ¢ierne policka, ktoré vsak nemozno pokryt zvy$Snym tetraminom typu T - jeho umiestnenim
totiz vZdy pokryjeme 3 policka rovnakej farby.

V druhej casti rieSenia dokaZeme, Ze ¢islo 99 pozadovant vlastnost ma. PopiSeme totiZ postup, ako je mozné
lubovolnt sadu 99 tetramin do tabulky 20 X 20 umiestnit vyhovujticim sp6sobom.

Z obrazkavidime, ako $tyrmi tetraminami typu T vyplnit Stvorec 4x4 a ako kazdymi dvoma tetraminami jedného
z troch typov O, L, I vyplnit obdlZnik 4 x 2. Vietky takéto $tvorce a vietky takéto obdiZniky, ktoré moZzeme
z danej sady 99 tetramin zostavit, budeme potom do tabul'ky postupne ukladat (najprv vSetky Stvorce, az potom
obdlzniky) po vrstvach vysky 4 riadkov. Ked%e st riadky tvorené 20 poli¢kami, ¢o je nasobok 4, bude kazda nova
vrstva zapocatd, len ak je predchadzajica vrstva vyplnena bezo zvysku. Uvedomme si, Ze v okamihu, ked’ uz
ziadny obdlZnik 4 x 2 na uloZenie do tabul’ky nemame k dispozicii, platia nasledujiice skutoénosti:



¢ Sada vSetkych zvysSnych, t. j. doposial’ neumiestnenych tetramin, ktori oznacime Z, je podmnozinou sady
1-krat O, 1-krat L, 1-krat I a 3-krat T. Pre pocet k tetramin v sade Z tak plati k < 6.

e 99 — k tetraminami v uloZenych $tvorcoch a obdiznikoch sme pokryli celkovo 4(99 — k) ¢ize 400 — 4(k + 1)
policok tabul’ky, nepokrytych tak zostalo 4(k + 1) jej policok.

e Obdiznikmi a $tvorcami sme postupne pokryvali vrstvy tabul’ky s 80 poli¢kami bezo zvyskov, preto doposial
nepokryté policka v pocte 4(k + 1), ktory je vdaka k < 6 mensi ako 80, tvoria ¢ast poslednej vrstvy tabulky,
a to jej podtabul’ku s rozmermi 4 x (k + 1).

o Polet 99 — k tetramin v umiestnenych $tvorcoch a obdiZnikoch je parne &islo, teda ¢islo k < 6 je neparne,
apretok € {1,3,5}.

Zostava nam tak umiestnit’ k tetramin tvoriacich sadu Z do tabul'ky 4 X (k + 1). RozliSime tri pripady podla
hodnoty k, pritom v pripadoch k € {3, 5} vyuZijeme rozdelenie tabulky 4 x (k + 1) so zastipenim dtvarov A, B
a C, ktoré su vykreslené na obrazkoch:

C— B —

Uplatnime pritom tieto zrejmé poznatky: Tetramino ktoréhokolvek typu moZno umiestnit do tabul'ky 4 X 2 aj
do utvaru A, zatial' ¢o do utvarov B a C mozno umiestnit tetramino kazdého z typov O, L, T.
e Pripad k = 1.
Do prislusnej tabulky 4 X 2 umiestnime to tetramino, ktoré tvori celd sadu Z.
e Pripad k = 3.
Do dtvaru A umiestnime jedno tetramino zo sady Z, pritom ddme prednost typu I, ak je zastipeny. ZvySné
dve tetramind zo sady Z umiestnime po jednom do dtvarov B a C, nech uz su ktoréhokolvek typu O, L, T.

e Pripad k = 5.

Sada Z potom obsahuje 2 alebo 3 tetramina typu T. Dve z nich umiestnime podla obrazka. Ostatné tri tetra-
mind zo sady Z umiestnime po jednom do tGtvarov A, B a C, pritom do dtvaru A typ I, ak je v Z zastpeny.

Tym je aj druha cast rieSenia hotova.




MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

RieSenia uloh 2. dna celostatneho kola kategorie A

4 NapartysaziSlo 10 chlapcova 10 dievcat. Kazdému chlapcovi sa paci iny kladny pocet dievcat. Kazdému dievcatu
sa paci iny kladny pocet chlapcov. Uréte najvacSie nezaporné celé Cislo n také, Ze vidy je moZné utvorit aspon n
disjunktnych parov, v ktorych sa obom paci ten druhy.

(Josef Tkadlec)
RieSenie:
Dokazeme, Ze hladané najvacsie n je 1.
V prvej Casti rieSenia ukazeme, Ze jeden vyhovujuci par je mozné vzdy utvorit. Podla zadania st pocty dievcat
paciacich sa jednotlivym chlapcom vSetky ¢isla od 1 do 10 (v nejakom poradi). To isté plati aj pre pocty chlap-
cov paciacich sa jednotlivym diev¢atadm. Jednému chlapcovi sa tak paci vSetkych 10 dievcat a jednému dievcatu
vSetkych 10 chlapcov, takZe tento chlapec a toto dievca tvoria vyhovujici par.
V druhej ¢asti rie$enia uvedieme priklad party spiiiajici podmienky zadania, pri ktorom neexistuju dva dis-
junktné pary s obojstrannou sympatiou. Chlapcov ozna¢me cy, ..., ¢;¢ a dievc¢ata dy, ..., d1¢. Nech sa pre kazdé i
z {1, ...,10} chlapcovi ¢; pacia prave vSetky dievcata d;, kde i < j < 10, a dievCatu d; prave chlapec ¢; a chlapci
¢j,kde i+ 1 < j < 10. (Na obrazku je situacia pre chlapca c, a tiez pre dievca dg, Sipky znamenaju sympatiu.)

1 C2 C3 Cq Cs Ce C7 Cg Co C10

° ° ° °
d, d; ds dy ds de d; dg dy dio

Prekazdéiz{1, ..., 10} sateda chlapcovic; paci prave i dievcat a dievcatu prave i chlapcov, takZe kazdému chlap-
covi sa paci iny pocet dievcat a kazdému dievcéatu iny pocet chlapcov. Vo vSetkych (10) paroch s obojstrannou
sympatiou je zastipeny iba chlapec c;, preto Ziadne dva také pary nie st disjunktné.

5 Nech (ak):):o je postupnost redlnych Cisel taka, Ze ak k je nezadporné celé Cislo, tak
A1 = 3a — [2ax] — lag].

Urcte vSetky kladné celé Cisla n také, ze ak a, = 1/n, tak tato postupnost je od istého ¢lena konstantna.
(Pod |x] rozumieme najvacsie celé ¢islo, ktoré neprevysuje ¢islo x.)

(Jaromir Simsa)
RieSenie 1:
Nech f je funkcia takd, Ze f (x) = 3x —|2x]| — | x]. Postupnost zo zadania je potom uréend ¢lenom a, a pravidlom
ar+1 = f(ay) pre kazdé nezaporné celé ¢islo k. KedZe f(1) = f(0) = 0a f(1/2) = 1/2, tato postupnost je od
nejakého ¢lena konstantn3, ak je v nej pritomny ¢len 1 alebo 1/2.
KedZe pre x z intervalu (0, 1/2) plati f(x) = 3x, je pritomnost ¢lena 1, resp. 1/2 v naSej postupnosti zarucens,
ak plati ag = 1/3¢, resp. ay = 1/(2 - 3°), kde c je nejaké nezaporné celé ¢islo. Medzi hladané kladné celé ¢islan
tak patria vSetky takéto hodnoty 3¢ a 2 - 3¢. Vo zvysku rieSenia ukaZeme, Ze iné vyhovujice n neexistuji.
Na to bude stacit, ked pre kazdé vyhovujice n ndjdeme c s vlastnostoun | 2-3€. Zafixujme teda jedno vyhovujuce
n a okrem postupnosti (ay )~ s po¢iatocnym ¢lenom 1/n definujme novi postupnost (by ), tak, ze ak k je
nezaporné celé Cislo, tak b, = n - a;. Potom b, = 1 a rekurentny vztah a,,, = f(a;) po vynasobeni ¢islom n

prejde na
2by by,
bk+1 = 3bk —-n {T] —-n {zj .

Odtial' indukciou vyplyva, Ze kazdé cislo by, je celé, a navyse plati by ,; modn = (3b;) mod n, odkial’ (opat in-
dukciou) b,y mod n = 3¥~* mod n pre kazdé k.



KedZe n je vyhovujuce, postupnost (ax )y~ je od nejakého ¢lena konstantna, takZe to isté plati aj pre postupnost
(br)y=o- Pre isté c tak mame b,y = b1, €0 spolus b.,, modn = (3b.4,) modn vedie k (2b.,1) modn = 0.
Dokopy s b.,; modn = 3° mod n uz dostdvame (2 - 3°) modn = 0, ¢izen | 2 - 3€.

Hladané ¢isla n sd teda prave tvarov 3€ a 2 - 3¢, kde c je nezaporné celé ¢islo.

RieSenie 2:

Nech f je funkcia takd, Ze f(t) = 3t —|2t|— [t]. Ndjdeme dokonca vSetky reélne ¢isla a, pre ktoré je postupnost
(ax)p=o taka, Ze pre kazdé nezaporné celé Cislo k plati ax+q = f(ay), od istého ¢lena konstantna. To zrejme
nastane prave vtedy, ked bude platit f(ay,+1) = ay4+1 pre niektoré nezdporné celé cislo k, prave vtedy potom
totiz budeme mat a; = a;,,; pre kazdé i, kdei = k + 1.

Nech z je funkcia taka, Ze z(t) = t — |t]. (Hodnota z(t) sa obvykle nazyva zlomkovd ast’ ¢isla t.) Tato funkcia je
zrejme periodicka s periddou 1 a jej hodnoty su v intervale [0, 1).

Potom pre kazdé t z R plati
f@) =3t —|2t] - |t} = 2t — [2¢]) + (¢ — [t]) = z(2t) + z(D),
ateda

f(@r+1) = a1 © 2(2ag41) + 2(Ag41) = A1 © 2(2ak41) = A — 2(Ag41) © 2(2ax41) = [aga]-
KedZe z(2ay41) € [0,1) alaky1] € Z, rovnost f(ag,1) = ag4q1 nastane prave vtedy, ked bude platit z(2a,,,) =
lax+1] = 0, t.j. prave ked ay 41 € {0,1/2}.

Najdeme tie Cislat z R, pre ktoré f(t) € {0,1/2}. KedZe f(t) = z(2t) + z(t) a funkcia z je periodicka s periédou
1, aj funkcia f je periodicka s periédou 1, takZe pre kazdé t z R plati f(t) = f (z(t)). Rozoberme pripady:

e Akz(t) € [0,1/2),tak 2z(t) € [0,1), a teda

f@®) =f @) =z Qz(t)) + 2z (2(t) = 2z(t) + z(t) = 3z(¢).

Preto f(t) = 0 prave vtedy, ked 3z(t) = 0, t.j. ked z(t) = 0,a f(t) = 1/2 prave vtedy, ked 3z(t) = 1/2, t.j.
ked z(t) = 1/6. Obe tieto hodnoty su z intervalu [0, 1/2).

e Akz(t) € [1/2,1), tak 2z(t) € [1,2), a teda
f(O) = f @) = 2Q2(D) + 2 (2(®) = z(0) — 1) +2(¢) = 32(6) — 1.

Preto f(t) = 0 prave vtedy, ked’ 3z(t) — 1 = 0, t.j. ked 3z(t) = 1,t.j. ked z(t) = 1/3,a f(t) = 1/2 prave
vtedy, ked' 3z(t) —1 = 1/2,t.j. ked 3z(t) = 3/2.t.j.ked z(t) = 1/2.Z intervalu [1/2,1) je len hodnota 1/2.
Platf teda
f(t) €{0,1/2} & z(t) € {0,1/6,1/2}.

KedZe funkcia f je periodicka s periddou 1, pre lubovolné t z Ram z Z plati f (t) = f(t + m). Odtial pre kazdé
pre kazdé x z R

fUE) = f(2(2x) +2(x)) = f (z(2x) + z(x) + [2x] + [x])
= f(z2x) +12x]) + (x + [x) = fF2x + x) = f(3x),

z ¢oho indukciou pre kazdé nezaporné celé Cislo k dostavame a;,, = f (3ka0):

1% ap41 = a1 = f(ap) = f(30a0).

2° Akagyq = f(3ka0),tak Ar+2 = f(A41) = f(f (3ka0)) =f (3 ’ 3ka0) = f(3k+1a0)-
Zhrnutim

f@ks1) = arr1 © areq €{0,1/2} & f (3%ap) €{0,1/2} & 2(3*a,) € {0,1/6,1/3},

a teda ekvivalentne

m em+1 3m+1
a06{3—k-m,k20}u Wm,kzo U Wm,kZO .
Druha mnoZina je pritom castou tretej, takze ekvivalentne

m. 3m+1
a06{3—k-m,k20}u Wm,kzo .



Prienik tejto mnoziny s mnozinou {1/n: n > 1} je mnozina

1'k>0 ! k=0
3k = U 2.3k = ’

takZe hladané ¢isla n st prave tvarov 3% a 2 - 3%, kde k je nezaporné celé ¢&islo.

Najdite vietky pravouhlé trojuholniky s celo¢iselnymi dizkami stran, do ktorych sa daju vpisat dve zhodné
kruznice s prvociselnym polomerom také, Ze majui vonkajsi dotyk, obe sa dotykaji prepony a kazda z nich
sa dotyka inej odvesny.

(Jaromir Simsa)
Riesenie:
UkaZeme, Ze hladany trojuholnik je jediny, ma strany diZok 21, 28, 35 a doty¢né dve kruznice majt prvoéiselny
polomer 5.
Nech ABC je l'ubovolny pravouhly trojuholnik s preponou AB. Ozna¢me a = |BC|,b = |AC| a ¢ = |AB|. Zrejme
existuju dve zhodné kruznice so vSetkymi dotykmi popisanymi v zadani. Ozna¢me ich k4 a kp tak, aby sa k,
dotykala strany AC a kp strany BC. Ich stredy oznacme Sy, resp. Sg, ich spolo¢ny polomer r a body ich dotyku

s AB nech st T,, resp. Tg. Nech m je kruznica vpisana trojuholniku ABC, jej stred ozna¢me I, polomer g a nech
D je bod jej dotyku s AB.

Y
A T, D Ty B
V rovnolahlosti so stredom v bode 4 s koeficientom r/p, ktora zobrazi m na ky, prejde bod D do bodu Ty. Plati

tak |AT,| = |AD| - r/o. Analogicky plati aj rovnost |BTz| = |BD| - r/o. Ked%e z obdlZnika T,T5S5S, vyplyva
|T4Tg| = |S4S5| = 2r, dostavame

T r
¢ = |AB| = |ATy| + |T4Tg| + |BTg| = |AD] - E +2r+|BD| - E

r r r 2ro+cr 20+c
=2r+ (|AD|+|BD|)-—=2r+|4AB|- —=2r+c-— = =7 )
e 0 e 0
odkial
__ce
"T20+c

Po dosadeni zo znameho vzorca ¢ = (a + b — ¢)/2 dostdvame

_ c(a+b-¢)/2  cla+b-c)  cla+b—-c)
TS @+b-—0/2+c 2@+b-—o+2c  2(a+b)

Predpokladajme teraz, ze dizky a, b, c st kladné celé ¢&isla a r je prvoéislo. Nech k je najvacsi spolo¢ny delitel
Cisel a, b, c, takZe existuju kladné celé ¢isla d, e, f také, Ze a = kd, b = ke, c = kf. Podla Pytagorovej vety
a’ +b% = c?,
(kd)? + (ke)* = (kf)?,
k2d2 + k2€2 — szz,
d? +e?=f2?,
takze d a e sodvesny a f prepona pravouhlého trojuholnika.

Ak nejaké kladné celé ¢islo deli dve z ¢isel d, e, f, z tohto vztahu dostdvame, Ze deli aj tretie, z nestidelitelnosti
d, e, f preto dostavame, Ze tieto tri ¢isla po dvoch nestdelitelné. Cisla d a e teda nie su obe parne. Nie st vSak



ani obe neparne, lebo stcet Stvorcov dvoch neparnych ¢isel je parne ¢islo, ktoré nie je delitelné 4, a teda to nie
d+e—f

je stvorec. Cisla d a e majti preto roznu paritu, takZe f je neparne. Potom je d + e — f parne, takze &islo
je celé a z trojuholnikovej nerovnosti kladné.

Potom plati

_ kf(kd+ke—kf) k d+e—f

~ 2(kd+ke)  d+e f 2
Nech nejaké prvocislo p deli d + e aj f. Potom p deli aj (d + e)? Cize d? + e? + 2de, Co je f2 + de, a kedZe deli aj
f2, deli aj de. Vzhladom na nestdelitelnost d a e deli len jedno z nich, potom v3ak nedeli d + e, ¢o je spor. Cisla
d + e a f sd teda nesudelitelné, atedaajd + e ad + e — f sd nestudelitelné. To znamenj, Ze d + e deli k, a teda

v K . . .
¢islo — je celé kladné.
d+e
d+e—

5 u jer azvysné dve su 1. KedZe f > d a f > e, plati

o w1 ” k
KedZe r je prvocislo, jedno z Cisel T f,

dte—f f+f=f _f

< ’
2 2 2 U
takze nemoze platit f = 1. Preto f =ra£ = d+;_f =1tjk=d+ead+e—f =2z¢hok—f =2
Potom plati
k? =(d+e)?=d?+e?+2de=f?+2de=(k—2)%*+2de,
z ¢coho

2de = k? — (k—2)? =4k — 4,
de=2k—-2=2(d+e)—2=2d+2e -2,
de—2d—2e+4=2,
d-=2)(e—2)=2,

takze vzhladom na kladnost d a e
{d—2,e—-2}=1{1,2},

{d,e} ={3,4}.
Z toho
r=f=d+e—-2=3+4-2=5,
k=f+2=5+2=7,
takze
{a,b} = {kd, ke} ={7-3,7 - 4} = {21, 28}
a

c=kf=7-5=35.

Tento trojuholnik je podobny s pravouhlym trojuholnikom so stranami 3, 4, 5, je teda tieZ pravouhly. Potom

naozaj plati

cla+tb—-c) 35-(21+28-35) 35-14 -
2(a+b) 2(21 + 28) T 2-49 '




