MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

RieSenia uloh 1. diia celostatneho kola kategorie A

1 Nech a, b, ¢ st kladné celé cisla také, Ze jedna z hodnét
D(a, b) - n(b, c), D(b,c) - n(c, a), D(c,a) -n(a,b)
sa rovna sucinu zvysnych dvoch. Dokazte, Ze niektoré z Cisel a, b, c je nasobkom iného z nich.
(D(x,y), resp. n(x, y) oznacuje najvacsi spolocny delitel, resp. najmensi spolo¢ny nasobok kladnych celych ¢isel
xy.)
(Jaroslav Svréek, Josef Tkadlec)
RieSenie 1:
Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze plati napriklad

D(a,b) - n(b,c) = (D(b,c) - n(c,a)) - (D(c,a) -n(a, b)) =s,

pricom s je vhodné kladné celé ¢islo. Pouzitim znadmeho vztahu D(x,y) - n(x,y) = xy, ktory plati pre vSetky
kladné celé ¢isla x a y, dostaneme
(abc)?

= (ab) - (bc) - (ca) = (D(a,b) - n(a,b)) - (D(b,c) - n(b,c)) - (D(¢,a) - n(c,a)) =
= (D(a, b) - n(b,c)) - (D(b,c) -n(c,a) - D(c,a) -n(a,b)) =s-s = s2?,
a teda po odmocneni abc = s. Plati
D(a,b) -n(b,c) =s =a-(bc) =a-D(b,c)-n(b,c),
odkial po vydeleni n(b, ¢) dostdvame D(a, b) = a - D(b, c). Z toho a | D(a, b) | b, a teda b je nasobkom a.
RieSenie 2:
Oznacme v, (x) exponent prvocisla p v prvociselnom rozklade daného kladného celého ¢isla x. Predpokladajme

opat, Ze plati rovnost
D(a,b) - n(b,c) = (D(b,¢) - n(c,a)) - (D(c,a) - n(a,b)).

Potom pre kazdé prvocislo p mame
v, (D(a,b) - n(b,c)) = v, (D(b,c) - n(c,a) - D(c,a) - n(a, b)) .

Ak pri pevnom p polozime a = v,(a), B = v,(b) ay = v,(c), mdZeme zapisanu rovnost opakovanym pouZitim
pravidla v, (xy) = v, (x) + v, (y) a znamych vzorcov

vp(D(x,y)) = min(vy, (%), v, (),
vp(n(x,y)) = max(v, (x), v (¥))
prepisat ako
min(a, B) + max(B,y) = min(B,y) + (max(y, @) + min(y, @)) + max(a, ) = min(B,y) + (a + y) + max(a, B).

Ak by platilo @ > B, ziskali by sme po scitani zrejmych nerovnosti min(e, ) < max(e, ), max(8,y) < a +vy
a0 < min(B,y) spor s odvodenou rovnostou. Preto plati a < 5.

Ukazali sme tak, Ze pre lubovolné prvocislo p plati v, (a) < v, (b), odkial uz vyplyva, Ze b je nasobkom a.

2 Nech vnutorny bod P konvexného Stvoruholnika ABCD je taky, ze
|«PAD| = |«ADP| = |&CBP| = |¥PCB| = |«CPD|.

Nech O je stred kruZnice opisanej trojuholniku CPD. Dokazte, Ze |0A| = |OB|.

(Patrik Bak)
RieSenie 1:
Zo zadanych rovnosti striedavych uhlov vyplyva PC || AD a PD || BC. KedZe priamky PC a PD su rozne, a teda

réznobezné, plati, ze aj priamky AD a BC stiréznobezné. Ozna¢me X ich priese¢nik. Stvoruholnik PCXD je potom
rovnobeznik, a preto plati aj |[€CPD| = |«CXD|.



Plati AX || CP a |«PAX| = |«CXA|, preto je $tvoruholnik AXCP rovnoramenny lichobeznik. Os jeho zaklad-
ne CP, na ktorej leZi aj bod O zo zadania, je teda zhodna s osou druhej zakladne AX. Plati tak |0A| = |0X]|.
Analogicky pouZitim rovnoramenného lichobeznika BXDP ziskame rovnost |OB| = |0X|. Dokopy dostdvame
|0A] = |0X]| = |0B].

Urcte najvacsie prirodzené Cislo n také, Ze l'ubovolnu sadu n tetramin, z ktorych kazdé je jedného zo Styroch
tvarov na obrazku, mozno bez prekryvania umiestnit do tabulky 20 X 20 tak, Ze kazdé tetramino pokryva prave
Styri policka tabul'’ky. Jednotlivé tetramind je dovolené l'ubovolne otacat a preklapat.

(Josef Tkadlec)
RieSenie:
Typy tetramin zo zadania nazvime postupne O, T, L a I.
Ukazeme, Ze hladané najvacsie Cislo n je 99.
V prvej Casti rieSenia uvedieme priklad sady 100 tetramin, ktord nie je mozné do tabulky 20 X 20 umiest-

nit vyhovujucim spésobom. Bude to potom zrejme znamenat, Ze Ziadne prirodzené cislo n také, ze n > 100,
poZadovanu vlastnost nema.

Zoberme sadu 100 tetramin zloZenu z 99 tetramin typu O a jedného tetramina typu T. Ak zafarbime tabul'ku
20 x 20 ako Sachovnicu, bude v nej rovnaky pocet bielych aj ¢iernych poli¢ok, konkrétne 202 : 2 ¢ize 200.
Ak potom umiestnime do tabul'’ky najprv akokolvek nasich 99 tetramin typu O, bude nimi pokrytych 198 bielych
a 198 ciernych policok, lebo kazdé z nich pokryje 2 biele a 2 ¢ierne policka. Bez pokrytia tak zostanu niektoré 2
biele a niektoré 2 ¢ierne policka, ktoré vsak nemozno pokryt zvy$Snym tetraminom typu T - jeho umiestnenim
totiz vZdy pokryjeme 3 policka rovnakej farby.

V druhej casti rieSenia dokaZeme, Ze ¢islo 99 pozadovant vlastnost ma. PopiSeme totiZ postup, ako je mozné
lubovolnt sadu 99 tetramin do tabulky 20 X 20 umiestnit vyhovujticim sp6sobom.

Z obrazkavidime, ako $tyrmi tetraminami typu T vyplnit Stvorec 4x4 a ako kazdymi dvoma tetraminami jedného
z troch typov O, L, I vyplnit obdlZnik 4 x 2. Vietky takéto $tvorce a vietky takéto obdiZniky, ktoré moZzeme
z danej sady 99 tetramin zostavit, budeme potom do tabul'ky postupne ukladat (najprv vSetky Stvorce, az potom
obdlzniky) po vrstvach vysky 4 riadkov. Ked%e st riadky tvorené 20 poli¢kami, ¢o je nasobok 4, bude kazda nova
vrstva zapocatd, len ak je predchadzajica vrstva vyplnena bezo zvysku. Uvedomme si, Ze v okamihu, ked’ uz
ziadny obdlZnik 4 x 2 na uloZenie do tabul’ky nemame k dispozicii, platia nasledujiice skutoénosti:



¢ Sada vSetkych zvysSnych, t. j. doposial’ neumiestnenych tetramin, ktori oznacime Z, je podmnozinou sady
1-krat O, 1-krat L, 1-krat I a 3-krat T. Pre pocet k tetramin v sade Z tak plati k < 6.

e 99 — k tetraminami v uloZenych $tvorcoch a obdiznikoch sme pokryli celkovo 4(99 — k) ¢ize 400 — 4(k + 1)
policok tabul’ky, nepokrytych tak zostalo 4(k + 1) jej policok.

e Obdiznikmi a $tvorcami sme postupne pokryvali vrstvy tabul’ky s 80 poli¢kami bezo zvyskov, preto doposial
nepokryté policka v pocte 4(k + 1), ktory je vdaka k < 6 mensi ako 80, tvoria ¢ast poslednej vrstvy tabulky,
a to jej podtabul’ku s rozmermi 4 x (k + 1).

o Polet 99 — k tetramin v umiestnenych $tvorcoch a obdiZnikoch je parne &islo, teda ¢islo k < 6 je neparne,
apretok € {1,3,5}.

Zostava nam tak umiestnit’ k tetramin tvoriacich sadu Z do tabul'ky 4 X (k + 1). RozliSime tri pripady podla
hodnoty k, pritom v pripadoch k € {3, 5} vyuZijeme rozdelenie tabulky 4 x (k + 1) so zastipenim dtvarov A, B
a C, ktoré su vykreslené na obrazkoch:

C— B —

Uplatnime pritom tieto zrejmé poznatky: Tetramino ktoréhokolvek typu moZno umiestnit do tabul'ky 4 X 2 aj
do utvaru A, zatial' ¢o do utvarov B a C mozno umiestnit tetramino kazdého z typov O, L, T.
e Pripad k = 1.
Do prislusnej tabulky 4 X 2 umiestnime to tetramino, ktoré tvori celd sadu Z.
e Pripad k = 3.
Do dtvaru A umiestnime jedno tetramino zo sady Z, pritom ddme prednost typu I, ak je zastipeny. ZvySné
dve tetramind zo sady Z umiestnime po jednom do dtvarov B a C, nech uz su ktoréhokolvek typu O, L, T.

e Pripad k = 5.

Sada Z potom obsahuje 2 alebo 3 tetramina typu T. Dve z nich umiestnime podla obrazka. Ostatné tri tetra-
mind zo sady Z umiestnime po jednom do tGtvarov A, B a C, pritom do dtvaru A typ I, ak je v Z zastpeny.

Tym je aj druha cast rieSenia hotova.




