MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie Z6

1 Kamarati Jaro, Pavol a Rasto hrali gul6¢ky. Jarovi sa vel'mi nedarilo, takZe mal po hre najmenej gul6¢ok zo vset-
kych. Chlapcom to bolo I1to, preto dal Rasto Jarovi polovicu vSetkych svojich gul6cok a Pavol tretinu tych svo-
jich. Teraz mal najviac gul6cok Jaro, a tak svojim dvom kamaratom vratil kazdému sedem gul6cok. Po tychto

vymendach mali vSetci rovnako, a to po 25 gul6cok.
Kol'ko guldcok mal po hre (pred vymenami) Jaro?
(Michaela Petrova)
RieSenie:
Ulohu mézeme vyhodne riesit odzadu:
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¢ Pred druhym (poslednym) kolom vymen mali Pavol a Rasto o 7 gul6¢ok menej, zatial’ ¢o Jaro o 14 guldcok
viac. Teda Pavol a Rasto mali 25 — 7 ¢ize 18 gul6cok, zatial’ ¢o Jaro ich mal 25 + 14 cize 39.
e Pred prvym kolom vymen mal Rasto dvojnasobok guldcok (polovicu dal Jarovi, zostala mu teda polovica)

v

a Pavol tri polovice gul6cok (tretinu dal Jarovi, ostali mu teda dve tretiny). Teda Rasto mal 2 - 18 ¢ize 36
gulbéok a Pavol > - 18 Eize 27 gulbéok.

¢ Pocas prerozdelovania bol celkovy pocet guldcok stale rovnaky. Sticet po druhom, resp. prvom kole vymen
bol 25 + 25 + 25 ¢iZe 18 + 18 + 39 ¢ize = 75 guldcok. Pred prvou vymenou (po hre) mal Rasto 36 a Pavol

v

27 guldcok. Teda po hre mal Jaro 75 — 36 — 27 ¢ize 12 guldcok.

Poznamka:
Znazornenie predchadzajdcich dvah, prip. kontrola vysledkov méze vyzerat' takto:

stavy | Rasto | Pavol | Jaro || vymeny
po 2. kole vymen 25 25 25
T7 17 || Jaro Pavlovi
T7 17 || Jaro Rastovi
po 1. kole vymen 18 18 39
118 T 18 || Rasto Jarovi
l9 T9 Pavol Jarovi
po hre [ 36 | 27 [ 12 ] \

2 Karolina narysovala $tvorec so stranou 6 cm. Na kazdej strane Stvorca vyznacila modrou farbou dva body, ktory-
mi rozdelila prislu$ni stranu na tri zhodné Casti. Potom zostrojila Stvoruholnik, ktory mal vSetky vrcholy modre;j
farby a ktorého Ziadne dva vrcholy nelezali na rovnakej strane Stvorca.

Aké obsahy stvoruholnikov mohla Karolina dostat? Najdite vSetky moZnosti.

(Libuse Hozova)
RieSenie 1:
Stvoruholniky s rozliénymi obsahmi mo#no rozlisit' takto:

¢ Niektora uhlopriecka Stvoruholnika je rovnobezna so stranou Stvorca.
Oznacme vrcholy Stvorca a Stvoruholnika tak, Ze uhlopriecka LN je rovnobezna so stranami AB a CD:



A K B

Obsah trojuholnika LNK je polovicou obsahu obdlZnika LNAB, obsah trojuholnika LN M je polovicou ob-
sahu obdlZnika LNDC. Trojuholniky LNK a LNM tvoria dokopy cely $tvoruholnik, obdizniky LNAB a LNDC
tvoria dokopy dany $tvorec. Obsah $tvorca je 6 cm - 6 cm ¢iZe 36 cm?, obsah $tvoruholnika KLMN je polo-
viény: 36 cm? : 2 ¢iZe 18 cm?. Nie je podstatné, ¢i rovnobeZné isecky uvaZzujeme vodorovne alebo zvisle.
Aj umiestnenie bodov K a M na stranach Stvorca nehra v predchadzajtcej ivahe Ziadnu podstatnu dlohu.

o Ziadna uhlopriec¢ka $tvoruholnika nie je rovnobezna so stranou $tvorca.
V tomto pripade rozliSujeme dve moZnosti:

Naozaj plati, Ze zdmena ktoréhokolvek vrcholu v ktoromkolvek z tychto Stvoruholnikov dava Stvoruhol-
nik, ktorého uhlopriecka je rovnobezna so stranou Stvorca (teda pripad diskutovany vyssie). Uvedené
Stvoruholniky majd navzajom rézne obsahy, a tie vyjadrime ako rozdiel obsahu celého $tvorca a obsahov
$tyroch trojuholnikovych ,rozkov* Obsah $tvorca je 6 cm- 6 cm &ize 36 cm?. ,Rozky*” st trojakého typu aich
obsahy su % -2cm - 2 cm ¢ize 2 cm?, % -2cm - 4cm Cize 4 cm?, % -4 cm - 4 cm ¢iZe 8 cm?. Obsahy prvého
a druhého $tvoruholnika st 36 cm? — 4 cm - 4 cm ¢ize 20cm? a36cm? — 2cm - 2cm — 2 cm - 8 cm Cize
16 cm?.

Karolina mohla dostat’ $tvoruholniky s obsahmi 16 cm?, 18 cm? a 20 cm?.
RieSenie 2:
Na kazdej strane Stvorca Karolina vyberala jeden z dvoch modrych bodov ako vrchol Stvoruholnika. Takto mohla

zostrojit celkom 2 - 2 - 2 - 2 ¢iZe 16 Stvoruholnikov. Mnohé z nich st v$ak navzajom zhodné, teda maju rovnaké
obsahy. Navzajom nezhodné Stvoruholniky, ktoré mohla Karolina zostrojit, sa Styri:

Obsah kazdého Stvoruholnika je moZné vyjadrit ako rozdiel obsahu celého $tvorca a obsahov Styroch trojuhol-
nikovych ,rozkov*. Pri tretom a Stvrtom $tvoruholniku odc¢itame rovnaké rozky (iba inym spdsobom), preto
su obsahy tychto Stvoruholnikov rovnaké. Staci teda preverit prvé tri stvoruholniky. Ich obsahy su vypocitané
v predchadzajicom rieSeni.



Poznamka:
Pripadné zhodnosti v predchadzajicej ivahe patria medzi simernosti Stvorca, t. j. zobrazenia, ktoré zachovavaja
dany Stvorec. Tie zahfniaju osové simernosti, stredovd simernost a otadcanie o 90°. Stvorec ma celkom osem
sumernosti.

V osemcifernom cisle je kazda jeho cifra (okrem poslednej) vacsia ako nasledujtca cifra.
Kol’ko je vSetkych takychto Cisel?
(Iveta Jancigova)
RieSenie 1:
Opisané cisla je mozné zostavit tak, Ze z desiatich dostupnych cifier sa odstrania dve a zvy$Snych osem sa uspo-
riada zostupne. To je to isté, ako keby sa z desatciferného cisla 9876543210 odstranili dve cifry:
e Akby sme z tohto ¢isla ako prvu cifru odstranili 9, tak by zostalo 9 moznosti, ktoru cifru odstranit ako druhu.
¢ Ak by sme ako prvu cifru odstranili 8, tak by zostalo 8 moznosti, ktort cifru odstranit ako druhu (odstra-
nenie dvojice (8, 9) je zahrnuté v predchadzajtiicom pripade).
e Ak by sme ako prvu cifru odstranili 7, tak by zostalo 7 moznosti, ktort cifru odstranit ako druhu (odstra-
nenie dvojic (7, 8) a (7,9 je zahrnuté v predchadzajucich pripadoch).
¢ V podobnom duchu uvazujeme az do konca.
» Ak by sme ako prvu cifru odstranili 1, tak by zostala jedina moznost, ktoru cifru odstranit ako druh, a to
0.
Celkovy pocet moznosti, teda pocet vSetkych cisel vyhovujucich zadaniu, je9 +8+7+6+5+4+3+2+1
CiZe 45.
RieSenie 2:
Pocet moznosti, ako odstranit’ 2 cifry z 10, je moZné urcit nasledovne:

Prvu cifru z 10 je mozné vybrat' 10 sposobmi. Druhu cifru zo zvysnych 9 cifier je mozné vybrat 9 sp6sobmi. To
dava celkovo 10 -9 ¢ize 90 moZnosti, ako vybrat 2 cifry z 10 s ohladom na poradie vyberu. Toto poradie nas vSak
nezaujima - nie je podstatné, v akom poradi cifry vyberame, ale ktoré vyberieme. Teda celkovy poCet moZnosti

je polovicny: % -10 - 9 Cize 45.
Poznamka:
Predchadzajice dvojité vyjadrenie toho istého vysledku mozno zovSeobecnit takto:

(n—1)+(n—2)+-~-+2+1=%‘n'(n—l).

Rovnnaké ¢islo na oboch stranach vyjadruje pocet vSetkych dvojic, ktoré je moZné utvorit z n prvkov (bez ohladu
na poradie vyberu).

V nasledujiicom pisomnom nasobeni dvoch trojcifernych cisel st cifry zastipené hviezdickami. Na miesta hviez-
dic¢iek doplnte cifry tak, aby bol vypocet spravny:

(LibuSe Hozova)
RieSenie:
Podla znameho postupu je druhy medzivysledok 3175 stcinom prvého cinitela a druhej cifry druhého Cinitela.
Ako sucin trojciferného a jednociferného cisla je mozné Cislo 3175 vyjadrit jedinym spdsobom, a to 635 - 5
(prvociselny rozklad 3175je 5 - 5 - 127). Teda m6zeme doplnit:
6 35
X * 5 %
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Treti medzivysledok je trojciferné cislo, ktoré je sticinom 635 a prvej cifry druhého cinitela. Jedinym trojcifernym
nasobkom c¢isla 635 je samo toto Cislo. Teda mézeme doplnit:

6 35
5 x
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Prvy medzivysledok je $tvorciferné ¢islo, ktoré je sic¢inom 635 a tretej cifry druhého ¢initela. Stvorciferné na-
sobky ¢isla 635 su tieto:

e 6352 Cize 1270,

e 635 -3 cize 1905,

e 635 - 4 Cize 2540,

e 6355 Cize 3175,

e 635 -6 Cize 3810,

e 6357 Cize 4445,

e 635 - 8 cize 5080,

e 6359 Cize 5715.
Aby tretia cifra vo vyslednom suicine bola 6, musi byt druha cifra prvého medzivysledku bud’ 3, alebo 4 (podla

toho, ¢ doslo k prechodu cez desiatku alebo nie). Medzi vy$sie uvedenymi kandidatmi spiiia tito podmienku
iba ¢islo 4445. Teda moZeme doplnit a dopocitat vysledok:
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5 Z navzajom zhodnych trojuholnikov je zloZenych niekol'’ko rovinnych atvarov.
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Obvody prvych troch si postupne 8cm, 11,4 cm a 14,7 cm.

Vypocitajte obvod Stvrtého tutvaru.

(Eva Semeradova)
RieSenie:
V obvodoch prvého, druhého a stvrtého ttvaru sa zapocitané vzdy dve z troch stran zakladného trojuholnika,

a to tak, ze kazda z dvoch stran je zapocitana dvakrat a v obvodoch réznych utvarov st zahrnuté rézne dvojice
stran.

V obvode tretieho Utvaru su zapocitané vSetky strany zakladného trojuholnika, a to opat kazda dvakrat.

Teda sucet obvodov prvého, druhého a Stvrtého Utvaru je rovny dvojnasobku obvodu tretieho Utvaru. To zna-
men4, Ze nezndmy obvod Stvrtého dtvaru je rovny rozdielu obvodov prvého a druhého dtvaru od dvojnasobku
obvodu tretieho:

2:147cm—8cm —11,4cm = 29,4cm — 19,4cm = 10 cm.

Aby vsak bolo riesenie uplné, treba ukazat, Ze uvazované elementarne trojuhloniky naozaj existuju.
Zo zadania je mozné odvodit velkosti stran zakladného trojuholnika, ktoré na tento ticel oznacime a, b, c:
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Rozdiel obvodov tretieho a prvého ttvaru je rovny dvojnasobku c, teda
1
c= 5(14,7 cm — 8cm) = 3,35 cm.
Rozdiel obvodov tretieho a druhého ttvaru je rovny dvojnasobku b, teda
1
b= 2(14,7 cm —11,4cm) = 1,65 cm.

Z toho a zo zndmych obvodov prvych troch dtvarov je mozné vyjadrit vel'kost poslednej strany zakladného
trojuholnika:

8 11,4 14,7
a= 3 cm — 1,65cm = - cm — 3,35cm = - cm— 1,65cm — 3,35cm = 2,35 cm.

Hodnoty a, b, ¢ spliiajui trojuholnikové nerovnosti, teda trojuholnik so stranami tychto diZok naozaj existuje.
Poznamka:

Z uvedeného mdzeme pre kontrolu odvodit obvod Stvrtého dtvaru:

2(b+c¢)=2(1,65cm + 3,35cm) = 10 cm.

Alex, Barbora, Cyril, Dana, Eva, FrantiSek a Gabika sa stali na svojich $kolach vitazmi v stolnom tenise a zisli
sa na dvojdniovom turnaji o celkového vitaza. Kazdé z tychto siedmich deti malo pocas turnaja zohrat jeden
zapas s kazdym inym. Prvy deii turnaja hral Alex jeden zapas, Barbora hrala dva zapasy, Cyril tri, Dana Styri, Eva
pat zapasov a FrantiSek Sest.

Kol'ko zapasov hrala prvy den Gabika?

(LibuSe Hozova)
RieSenie:
Deti bolo sedem, teda kazdé mohlo odohrat najviac Sest hier. FrantiSek odohral Sest hier, takZe hral s kazdym
z pritomnych deti.

Alex odohral jednu hru, takZe nehral s nikym inym ako s FrantiSkom. Eva odohrala pat hier, takZe hrala so vSetky-
mi okrem Alexa.

Barbora odohrala dve hry, takZe nehrala s nikym inym ako s FrantiSkom a Evou. Dana odohrala Styri hry, takze
hrala so vSetkymi okrem Alexa a Barbory.

Cyril odohral tri hry, a to s FrantiSkom, Evou a Danou.

S Gabikou hrali Frantisek, Eva a Dana, teda Gabika odohrala tri hry.
Poznamka:

Predchadzajtice zavery st prehladne zndzornené v tabulke:
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