MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie Z7

1 Ajka, Barborka, Cilka a Daniel sa dohadovali o pocte zrniek piesku na ich pieskovisku. Daniel povedal kamaratkam
svoj odhad a tie sa ho rozhodli overit. Ajka naratala 873 451 230, Barborka 873451 227 a Cilka 873451 213
zrniek piesku. Sticet (kladnych) rozdielov tychto troch vysledkov od Danielovho odhadu bol 29.

Kol'ko zrniek piesku mohol odhadnut Daniel? Uved'te vSetky moZnosti.

(Veronika Bachratd)
RieSenie:
Najmenej zrniek napocitala Cilka, najviac Ajka. Rozdiel vysledkov Cilky a Barborky je 14, rozdiel vysledkov Bar-

borky a AjKky je 3, rozdiel vysledkov Cilky a Ajky je 17. Ak by Danielov odhad suhlasil s niektorym z tychto troch
vysledkov, tak by spominany sucet rozdielov bol urceny iba dvoma s¢itancami:

e Ak by Danielov odhad suhlasil s vysledkom Cilky, tak by sticet rozdielov od zvy$nych vysledkov bol 14 4+ 17
Cize 31.
¢ Ak by Danielov odhad suhlasil s vysledkom Barborky, tak by sucet rozdielov od zvysnych vysledkov bol
14 + 3 ¢ize 17.
e Ak by Danielov odhad sthlasil s vysledkom Ajky, tak by sticet rozdielov od zvySnych vysledkov bol 17 + 3
Cize 20.
Pre iné hodnoty Danielovho odhadu plati:

¢ Ak by Danielov odhad bol mensi ako vysledok Cilky, tak by sticet rozdielov od vSetkych vysledkov bol vacsi
ako 31.

» Ak by Danielov odhad bol medzi vysledkami Cilky a Barborky, tak by stucet rozdielov od vSetkych vysledkov
bol medzi 31 a 17.

e Ak by Danielov odhad bol medzi vysledkami Barborky a Ajky, tak by sucet rozdielov od vsetkych vysledkov
bol medzi 17 a 20.

e Ak by Danielov odhad bol vac¢si ako vysledok Ajky, tak by stcet rozdielov od vsetkych vysledkov bol vacési
ako 20.

Teda Danielov odhad mohol byt medzi vysledkami Cilky a Barborky, alebo byt vacsi ako vysledok Ajky. Postup-
nym skisanim v ramci tychto obmedzeni odhalime nasledujtice dve moznosti:

e Akby Danielovodhad bol 873 451 215, tak by stucet rozdielov od vysledkov troch kamaratok bol 2+12+15
Cize 29.
e Ak by Danielov odhad bol 873 451 233, tak by sucet rozdielov od vysledkov troch kamaratok bol 20 + 6 + 3
Cize 29.
Daniel teda odhadoval pocet zrniek v pieskovisku bud’ na 873451 215, alebo na 873 451 233.
Poznamka:

Predchadzajice skusanie je mozné nahradit niekol’kymi vypoctami. Napr. za predpokladu, Ze Danielov odhad
je medzi vysledkami Cilky a Barborky, je sucet rozdielov od vysledkov troch kamaratok

(d —873451213) + (873451227 — d) + (873451230 — d)

Cize 873451 244 — d, kde d je Danielov odhad. Tento sucet je rovny 873 451 229 prave vtedy, ked plati d =
873451 215, ¢o zodpoveda jednej z uvedenych moZnosti.

2 Pan Delfin a pan Zralok boli zdatni rybari. Raz dokopy ulovili 70 ryb. Pat devitin z ryb, ktoré ulovil pan Delfin,
boli pstruhy. Dve sedemnastiny z ryb, ktoré ulovil pan Zralok, boli kapry.

Kol'ko ryb ulovil pan Delfin?

(LibuSe Hozova)



RieSenie:

Pocet ryb, ktoré ulovil pan Delfin, bol ndsobkom 9 a nepresahoval 70. Pan Delfin teda mohol ulovit 9, 18, 27, 36,
45, 54, 63 ryb. Pocet ryb, ktoré ulovil pan Zralok, bol nasobkom 17 a nepresahoval 70. Pan Zralok teda mohol
ulovit' 17, 34, 51, 68 ryb. Dokopy ulovili 70 ryb, ¢o je moZné z uvedenych ¢isel vyjadrit jedine ako 70 = 36 + 34
Pan Delfin ulovil 36 ryb.

Poznamka:

Pre predchadzajuci vysledok nie je nutné skusat v§etky mozné sucty (ktorych je 7 - 4 ¢ize 28). Staci prebrat’ Styri
mozné pocty x ryb pana Zraloka, zistit, kol’ko ryb by zodpovedalo panovi Delfinovi (70 — x) a overit, ¢i je tento
pocet delitelny 9:

[ x [70—x ] 9.|70—x?\

17 53 | nie
34 36 | ano
51 19 | nie
68 2 | nie

Myslim si tri ¢isla. Ked' ich s¢itam, dostanem 15. Ked' od suctu prvych dvoch cisel odcitam tretie, dostanem 10.
Ked' od suctu prvého a tretieho ¢isla od¢itam druhé, dostanem 8.

Ktoré cisla si myslim?

(Eva Semeradova)
RieSenie:
Uvazujme sucet prvych dvoch ¢isel. Pokial k tomuto stuctu pripocitame tretie Cislo, dostaneme 15, ak to isté cislo
odpocitame, dostane 10. Rozdiel 15 — 10 ¢iZe 5 teda zodpoveda dvojnasobku tretieho ¢isla. Teda tretie ¢islo je
5: 2 ¢ize 2,5.
UvaZujme sucet prvého a tretieho ¢isla. Ak k tomuto suctu pripoc¢itame druhé ¢islo, dostaneme 15, ak to isté
Cislo odpocitame, dostaneme 8. Rozdiel 15 — 8 CiZe 7 teda zodpoveda dvojnasobku druhého c¢isla. Teda druhé
Cislo je 7 : 2 ¢ize 3,5.
Sucet vSetkych troch ¢isel je 15. Teda prvé ¢islo je 15 — 2,5 — 3,5 ¢ize 9.
Myslime si teda ¢isla 9, 3,5 a 2,5.
Poznamka:

Ulohu mozno vyjadrit pomocou sistavy rovnic

a+b+c=15,
a+b—-c=10,
a—b+c=38,

pricom a, b a c je postupne prvé, druhé a tretie Cislo. Predchadzajice ivahy mozno zapisat nasledovne:
2c=(@a+b+c)—(a+b—-c)=15-10=5,

tedac = 2,5,
2b=(a+b+c)—(a—b+c)=15-8=7,

teda b = 3,5,
a=(a+b+c)—b—-c=15-25-3,5=0.

Anetkin stryko ma narodeniny v ten isty den v roku ako Anetkina teta. Stryko je starsi ako teta, nie vsak o viac
ako desat’ rokov, a obaja su plnoleti. Na poslednej oslave si Anetka uvedomila, Ze ked vynasobi ich oslavované
veky a vysledny sucin eSte vynasobi poc¢tom psov, ktori sa na oslave zisli, dostane ¢islo 2024.

Kol'ko psov mohlo byt na tejto oslave? Urcte vSetky moznosti.

(Michaela Petrova)
Riesenie:
Cislo 2024 potrebujeme vyjadrit ako stéin troch prirodzenych &isel, z ktorych dve st vacsie alebo rovnaké ako 18
a liSia sa najviac o 10. Vyhovujice moZnosti preberieme na ziklade prvociselného rozkladu ¢isla 2024, a to
2:2-2-11-23.Prvocisla 11 a 23 patria k vekom tety a stryka, navySe kazdé niekomu inému. Ak by to tak nebolo,

tak by z danych prvocisel nebolo moZné vytvorit dva ¢initele vacsie ako 18. NavySe Ziadny z vekov nemédZe byt
vacsi ako 2 - 23 ¢ize 46 rokov. Najblizsi vys$si mozny vek je 2 - 2 - 23 Cize 92 rokov, v takom pripade by z danych



prvocisel nebolo mozné vytvorit' ¢initela, ktory by sa od 92 lisil najviac o 10. Teda staci prebrat nasledujice
moznosti:

» Ak by mala teta alebo stryko 23 rokov, tak by druhy musel mat medzi 18 a 33 rokmi. Z moznych c¢initelov
tomuto obmedzeniu vyhovuje iba 2 - 11 ¢ize 22. Teda teta mohla mat 22 a stryko 23 rokov. V tomto pripade
by na oslave boli 2 - 2 ¢iZe 4 psi.

o Ak by mala teta alebo stryko 2 - 23 ¢iZe 46 rokov, tak by druhy musel mat medzi 36 a 56 rokmi. Z moZnych
Cinitelov tomuto obmedzeniu vyhovuje iba 2 - 2 - 11 ¢ize 44. Teda teta mohla mat' 44 a stryko 46 rokow.
V tomto pripade by na oslave bol 1 pes.
Na oslave bol bud’ 1 pes, alebo 4 psi.
Poznamka:

Sucin vekov tety a stryka bol vac¢si ako 18 - 18 Cize 324. Teda pocet psov na oslave bol rovny nanajvys celej Casti
podielu 2024 : 324, o je 6. Z danych prvocisel je mozZné zostavit iba ¢isla 1, 2 a 4. Rozbor moZznosti je mozné
zaloZit na tychto troch pripadoch:

e Pripady s 1 psom alebo so 4 psami moZné s, pozri predchadzajtce rieSenie.

e Pripad s 2 psami mozny nie je. Sicin vekov tety a stryka by bol 2 - 2 - 11 - 23, ¢o je mozné rozdelit na dva
Cinitele 22 a 46 alebo 44 a 23. V oboch rozkladoch je vSak rozdiel ¢initelov vac¢si ako 10.

Pravouhly trojuholnik ma obsah 36 m?. V iom je umiestneny $tvorec tak, Ze dve strany $tvorca su ¢astami dvoch
stran trojuholnika a jeden vrchol Stvorca je v tretine najdlhSej strany.

Urcte obsah tohto Stvorca.

(Erika Novotna)
RieSenie:
Jediné mozZné umiestnenie Stvorca v ramci trojuholnika je ako na nasledujicom obrazku. Dodato¢né delenie

stran na tretiny a spojenie zodpovedajuicich bodov prieckami rozdeli dany trojuholnik na 9 zhodnych trojuhol-
nickov:

Stvorec pozostava zo $tyroch trojuholni¢kov, teda pomer obsahu $tvorca a daného trojuholnika je 4 : 9. Troj-
uholnik méa obsah 36 cm?, teda obsah $tvorca je g - 36 cm? ¢ize 16 cm?.
Poznamka:

Obsah pravouhlého trojuholnika je polovicou obsahu doplneného obdiZnika. Predchadzajiicu myslienku s treti-
novym delenim moZno rozvijat' aj podla nasledujiceho obrazku:

Z uvedeného okrem iného vyplyva, Ze odvesny daného trojuholnika st v pomere 1 : 2.

V rdmci daného trojuholnika je moZné objavit' niekol’ko navzdjom podobnych trojuholnikov, ktoré je mozné
vyuZzit na rieSenie tlohy.




6 Trpaslici pocitaju svoje veky v ditoch, takze kazdy den oslavuji narodeniny. U trpaslika NosSteka sa ziSlo sedem
trpaslikov s vekmi 105, 120, 140, 168, 210, 280 a 420 dni. Pocas oslavy sa vSetkym 6smim trpaslikom podarilo
rozdelit do dvoch skupin s rovnakymi sictami vekov.

Kol'ko najmenej a kol'’ko najviac dni mohol mat trpaslik Nostek?

(Erika Novotna)
RieSenie 1:
Pod vekom trpaslika budeme rozumiet pocet jeho dni. Sticet vekov vSetkych navstevnikov je 105+ 120+ 140 +

168 + 210 + 280 cize 1443. Ak ich rozdelime do dvoch skupin, vek NoSteka potom bude prave rozdiel suctov
vekov v oboch skupinach.

» Nostek ma zrejme najviac dni vtedy, ked’ budu vSetci navstevnici v tej istej skupine a v druhej bude on sam.
Jeho vek je vtedy 1443.

» Nostek ma najmenej dni vtedy, ked budu zvysni trpaslici rozdeleni do dvoch skupin s ¢o najmensim rozdielom
vekov, t. . tak, aby sucty ich vekov v oboch skupinach boli ¢o najbliZsie k ¢islu 1443 : 2 Cize 721,5.

Systematicky rozoberme pripady tej skupiny navstevnikov, v ktorej je trpaslik s vekom 420, a rozdiel stctu
ich vekov od 721,5:

e 420: Rozdiel je 301,5.

e 420 a 280: Sucet je 700, takze rozdiel je 21,5.

* 420, 280 a este asporii jeden dalsi vek: Sucet je asponi 700 + 105 cize 805, takZe rozdiel je aspon 79,5.
e 420 a 210: Stcet je 630, takze rozdiel je 91,5.

e 420, 210 a eSte aspoii jeden dalsi vek spomedzi 105, 120, 140, 168: Sucet je aspon 630 + 105 cize 735,
takZe rozdiel je asponi 13,5.

e 420 a 168: Sucet je 588, takze rozdiel je 133,5.
e 420,168 a 140: Sucet je 728, takzZe rozdiel je 6,5.
e 420,168 a 120: Sucet je 708, takZe rozdiel je 13,5.
e 420,168,120 a 105: Stcet je 813, takze rozdiel je 91,5.
e 420,168 a 105: Sucet je 695, takze rozdiel je 26,5.
e 420 a 140: Sucet je 560, takze rozdiel je 161,5.
e 420,140 a 120: Sucet je 680, takZe rozdiel je 41,5.
e 420,140,120 a 105: Stcet je 785, takze rozdiel je 63,5.
e 420,140 a 105: Sucet je 665, takze rozdiel je 56,5.
e 420 aniektoré z 120 a 105: Sucet je najviac 645, takZe rozdiel je 86,5.
Moznost so su¢tom najbliz§im k 721,5 je teda jeding, a to navstevnici s vekmi 420, 168 a 140 so suctom 728.
Druht skupinu potom tvoria zvysni navstevnici s vekmi 280, 210, 120 a 105 so suc¢tom 715, takze v tejto
skupine je aj NoStek a jeho vek je 728 — 715 ¢iZe 13.
Nostek mohol mat' najmenej 13 a najviac 1443 dni.
RieSenie 2:
Pod vekom trpaslika budeme rozumiet pocet jeho dni. Sucet vekov vSetkych navsetvnikov je 105+ 120 + 140 +

168 + 210 + 280 ciZe 1443. Ak ich rozdelime do dvoch skupin, vek Nosteka potom bude prave rozdiel stictov
vekov v oboch skupinach.

¢ Nostek ma zrejme najviac dni vtedy, ked’ budu vsetci navSetvnici v tej istej skupine a v druhej bude on sam.
Jeho vek je vtedy 1443.

e Vsimnime si, Ze okrem dvoch navstevnikov sa vSetky veky koncia na 0, veky zvysnych dvoch sa koncia na 5
ana 8. Bez ujmy na vSeobecnosti ich nazvime postupne X a Y.

Majme hladané rozdelenie na dve skupiny. Rozoberme pripady:

e Nech st obaja X a Y v tej istej skupine ako Nostek.

Sucet vekov v oboch skupinach sa potom kon¢i na 0, takze vek NoSteka sa koncina 7.
* Nech je X v tej istej skupine ako NosStek a Y v inej.

Sucet vekov v oboch skupinach sa potom kon¢i na 8, takze vek Nosteka sa konci na 3.
e Nech je X vinej skupine ako NoStek a Y v tej iste;.

Sucet vekov v oboch skupinach sa potom kon¢i na 5, takze vek NosSteka sa koncina 7.

¢ Nech st obaja X a Y v inej skupine ako Nostek.



Sucet vekov v oboch skupinach sa potom konc¢i na 3, takze vek Nosteka sa konci na 3.

Zhrnutim dostavame, Ze vek NosSteka sa kon¢i na 3 alebona 7.

Ak je vek Nosteka 13, pozadované rozdelenie existuje: V prvej skupine budu trpaslici s vekmi 13, 280, 210,
105 a 120 a v druhej 140, 168 a 420. V oboch skupinach je sucet vekov rovnaky, a to 728.

Ukazeme, Ze ani jeden z mensich vekov, t. j. 3 a 7, nevyhovuje:

e Nech méa Nostek vek 3.

Potom je sucet vekov vsetkych d6smich trpaslikov 1443 + 3 Cize 1446, takze v kazdej skupine je stucet
vekov 1446 : 2 ¢ize 723. Trpaslici s vekmi 105 a 168 teda budu v inej skupine ako trpaslik s vekom 3.
Sucet vekov zvySnych trpaslikov v tejto skupine je preto 723 — 105 — 168 cize 450. KedZe ich veky su
medzi ¢islami 120, 140,210, 280 a 420, z ktorych vSetky okrem 210 st delitelné 20, a 450 nie je delitelné
20, v tejto skupine je aj trpaslik s vekom 210. Sticet vekov zvySnych trpaslikov v tejto skupine je preto
450 — 210 ciZe 240. KedZe ich veky st medzi ¢islami 120, 140, 280 a 420 a posledné dva su vacsie nez
240, st medzi 120 a 140. Obe st vSak mensSie nez 240 a ich stucet je vacsi.
Tento pripad teda nemoze nastat.

e Nech ma NoStek vek 7.
Potom je sucet vekov vSetkych dsmich trpaslikov 1443 + 7 ¢iZze 1450, takze v kazdej skupine je sucet
vekov 1450 : 2 Cize 725. Trpaslici s vekmi 7 a 168 teda budd v inej skupine ako trpaslik s vekom 105.
Sucet vekov zvysnych trpaslikov v tejto skupine je preto 725 — 7 — 168 cize 550. KedZe ich veky st medzi
Cislami 120, 140, 210, 280 a 420, z ktorych vSetky okrem 210 su delitelné 20, a 550 nie je delitelné
20, v tejto skupine je aj trpaslik s vekom 210. Stcet vekov zvysnych trpaslikov v tejto skupine je preto
550 — 210 ¢ize 340. KedZe ich veky su medzi ¢islami 120, 140, 280 a 420 a posledné je vicsie nez 340,
st medzi 120, 140 a 280. Vsetky su vSak mensSie neZ 240, iné sucty so s¢itancom 280 st vacSie a sucet
prvych dvoch je mensi.

Tento pripad teda nemoze nastat.

Nostek mohol mat najmenej 13 a najviac 1443 dni.




