MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie Z8

1 Vminulom roku bolo v naSom skautskom oddiele o 30 chlapcov viac ako dievéat. Tento rok sa pocet deti v oddiele
zvacsil o 10 %, priCom pocet chlapcov sa zvacsil o 5 % a pocet dievcat sa zvacsil o 20 %.
Kol'ko deti mame tento rok v oddiele?

(LibuSe Hozova)

RieSenie 1:
Ako pocty deti, tak ich tohtoro¢né prirastky su vyjadrené prirodzenymi ¢islami. Vzhladom na to, Ze 10 % =
10/100 = 1/10, musel byt povodny pocet vSetkych deti ndsobkom 10. Podobne plati, Ze povodny pocet chlapcov
bol nasobkom 20, pretoze 5% = 5/100 = 1/20. a pévodny pocet dievcat bol nasobkom 5, pretoze 20 % =
20/100 = 1/5. KedZe chlapcov bolo o 30 viac ako dievcat, najmensie mozné p6vodné pocty boli nasledujuce (c,
resp. d oznacuje pévodny pocet chlapcov, resp. dievéat) a do tabul'ky priddme aj tohtoroc¢né prirastky:

| c] d]c+d][105c]12d [ 1,05c+1,2d | Li(c+d) |

40 || 10 50 42 12 54 55
60 || 30 90 63 36 99 99
80 || 50 130 84 60 144 143
100 || 70 170 105 84 189 187
120 || 90 210 126 | 108 234 231

Sucet novych poctov chlapcov a dievcat je rovny povodnému stuctu zvacéSenému o 10 % prave v druhom pripade.
So zvacSujucimi sa ¢islami sa rozdiel medzi tymito dvoma hodnotami len zvacSuje. Tento rok je v skautskom
oddiele 99 deti.

RieSenie 2:

Situdciu je mozné zapisat pomocou rovnice

1,05¢ +1,2d = 1,1(c + d),
kde ¢ = d + 30. Po dosadenf{ a ipravach dostavame

2,25d + 31,5 =2,2d + 33,

0,05d = 1,5,
d = 30,

¢o zodpoveda druhému z vyssie uvedenych pripadov uvedenych v 1. rieSeni.
RieSenie 3:
Pévodny pocet dievcat oznacme x, povodny pocet chlapcov je potom x + 30, takZe povodny celkovy pocet deti

je 2x + 30. Novy pocet deti je potom (1 + 10 %)(2x + 30), novy pocet chlapcov (1 + 5 %) (x + 30) a novy pocet
dievcat (1 + 20 %)x, plati teda

(1410 %)(2x + 30) = (1 + 5%)(x + 30) + (1 + 20 %)x.

Upravujme:

<1+£>(2x+30) = (1+i>(x+30)+(1+£>x,
100 100 100
(100 + 10)(2x + 30) = (100 + 5)(x + 30) + (100 + 20)x,
110(2x + 30) = 105(x + 30) + 120x,
22(2x + 30) = 21(x + 30) + 24x,
44x + 660 = (21x + 630) + 24x,
44x + 660 = 45x + 630,



30 = x.

Pévodny pocet dievcat je teda 30, pdvodny pocet chlapcov je potom 30+ 30 ¢iZe 60, takZe povodny celkovy pocet
detije 30 + 60 cize 90. Novy pocet chlapcov sa oproti ich pévodnému poctu 60 zvacsil o 5 %, co je 3, takZe spolu
je to 60 + 3 Cize 63. Novy pocet dievcat sa oproti ich p6vodnému poctu 30 zvacsil o 20 %, Co je 6, takze spolu je
to 30 + 6 Cize 36. Celkovy novy pocet deti je teda 99, takZe sa oproti ich p6vodnému poctu 90 zvacsil o 9, o je
naozaj 10 %.

V oddiele je tento rok 99 deti.

Adam mal papier, ktory bol natol'ko vel'ky, Ze by sa z neho dalo natrhat niekol’ko desiatok tisic kiiskov. Najprv
papier roztrhal na $tyri kisky. Kazdy z tychto kidskov vzal a roztrhal bud’ na Styri, alebo na desat kiiskov. Rov-
nakym sposobom pokracoval dalej: kazdy novovzniknuty kisok roztrhal bud’ na styri, alebo na desat mensich
kuaskov.
Rozhodnite a vysvetlite, ¢i m6ze Adam tymto sposobom natrhat presne 20 000 kuskov.

(Iveta Jancigova)
RieSenie:
Ked Adam roztrha nejaky kiisok na 4 mensie kuisky, celkovy pocet kiiskov sa zvacsi o 3. Ked' Adam roztrha nejaky
kasok na 10 menSich kdskov, celkovy pocet kiskov sa zvacsi o 9. Plati, Ze pocet kiiskov po kazdom trhanf dava
rovnaky zvySok po delenf 3. Na zaciatku mal Adam jeden kus papiera, teda po kazdom trhani bol zvySok po
deleni aktualneho poctu kuskov 3 rovny 1.

Avsak zvySok po deleni 20 000 ¢islom 3 je 2. Adam teda nemohol natrhat 20 000 kiskow.

V Sportovom areali tvorili stanovistia vrcholy pravidelného patuholnika ABCDE. Tieto stanovistia boli pospa-
jané priamymi cestami. Na ceste z A do B bola fontana F, ktoru so stanovistom C sp3ajala cesta kolma na cestu
z B do E. Pat a Mat sa ziSli na stanovisti E a rozhodli sa zamiest niektoré cesty. Pat pozametal cestu z E do B.
Mat pozametal cestuz E do AaeStezA do F.

Urcte, ktory z nich zametal dlhsi usek.

(LibuSe Hozova)
RieSenie 1:
V pravidelom patuholniku ABCDE je os strany CD aj osou uhla EAB a je kolma na uhlopriecku BE, takZe je aj
rovnobeZzna s useckou FC.
Uhlopriec¢ky EB a EC st zhodné. Ich priese¢niky s osou tisecky DC ozna¢me postupne R a P.

c ' D

Uhlopriec¢ka EC je rovnobezna so stranou AB, takze Stvoruholnik AF CP je rovnobeznik, z ¢oho |AF| = |PC]|.

KedZe AR je os uhla EAB pravidelného péatuholnika, ktory ma uhol 108°, plati |*EAR| = 54°, z pravouhlého
trojuholnika ARE potom |XAER| = 36°.

Z rovnoramenného trojuholnika ECD s uhlom CDE velkosti 108° mame |&DEC| = 36°, takZe uhol REP chyba-
juci do uhla AED ma tieZ vel'kost 36°. Podla vety usu st potom trojuholniky ARE a PRE zhodné, z ¢oho |AE| =
|PE|. Plati preto

|[EB| = |EC| = |EP| + |PC| = |EA| + |AF]|.

Pat a Mat teda pozametali rovnako dlhé useky.
RieSenie 2:
Nech G je priesecnik priamok CF a AE.



C D

KedZe ABCDE je pravidelny patuholnik, mozno mu opisat kruznicu a AB a BC su jej zhodné tetivy. Uhly CEB
a BEA su preto zhodné, a teda EB je os uhla CEA ¢iZe CEG. PretoZe je EB kolma na priamku CF ¢iZe CG, tro-
juholnik CEG je rovnoramenny so zdkladiiou CG.

Z pravidelnosti patuholnika ABCDE vyplyva, Zze AF = AB || EC, takze
|«AFG| = |XECG| = |®EGC| = |«AGF]|,

a teda trojuholnik FAG je rovnoramenny so zakladnou FG.

KedZe ABCDE je pravidelny patuholnik, jeho uhlopriecky EB a EC st rovnako dlhé. Preto plati

|EA| + |AF| = |EA| + |AG| = |EG| = |EC| = |EB].

Pat a Mat teda zametali rovnako dlhé aseky.

Hynek napisal nasledujtici sticet s piatimi zdhadnymi s¢itancami:
@ + ## 4 * * * + &&&& + $$5$9.

Prezradil, Ze znaky @, #, *, &, $ predstavuji navzajom rozne cifry 1, 2, 3, 4, 5 a Ze vysledny stcet je delitelny
jedendstimi.
Ktoré najmensie a ktoré najvacsie ¢islo méze byt vysledkom Hynkovho stctu?

(Erika Novotna)
RieSenie:

Hynkov sicet mbéZeme prepisat ako
@+11-#+111-%+1111-&+11111-§.

Druhy a Stvrty sc¢itanec je delitelny 11. Koeficient 111 pri tretom s¢itancia 11 111 pri piatom scitanci davaji po
deleni 11 zvySok 1. Teda pévodny stcet je delitelny 11 prave vtedy, ked’ stcet @ + * + §$ je delitelny 11.

Z dostupnych ¢isel je moZzné ¢islo 11 (alebo jeho nasobok) vyjadrit jedine ako 2 + 4 + 5. Teda znaky @, *, $
predstavuju ¢isla 2, 4, 5 v nejakom poradi. Na znaky # a & zostavaju ¢isla 1 a 3 v nejakom poradi.

Najmensi sti¢et dostaneme, ak znakom $, &, *, #, @ postupne priradime najmensie moZné ¢isla v ramci pred-
chadzajucich obmedzent:
5+33+444+ 1111+ 22222 = 23815.

Najvacsi sicet dostaneme, ak znakom $, &, *, #, @ postupne priradime najvic¢sie mozné ¢isla v ramci predchadza-
jucich obmedzeni:
2+ 11+ 444 + 3333 + 55555 = 59 345.

Vysledkom Hynkovho stictu méZe byt najmenej 23 815 a najviac 59 345.

Poznamka:

Pocet moznosti, ako piatim znakom priradit pat cifier,je 5-4 -3 - 2 - 1 ¢ize 120. Aj bez tivodnych postrehov je
mozné urcit najmensi a najvacsi sucet bez toho, aby sa museli preberat’ vSetky moznosti. Napr. najvacsi mozny
stcet, ktory je mozné z danych cifier dostat bez naroku na delitelnost 11, zodpoveda priradeniu $ = 5, & = 4,
*x = 3, # = 2, @ = 1, ¢o skratene zapiSeme ako (5,4, 3,2,1). MoZné sucty zostupne zodpovedaju prirade-
niam (5,4,3,2,1), (5,4,3,1,2), (5,4,2,3,1), (5,4,2,1,3), (5,4,1,3,2), (5,4,1,2,3), (5,3,4,2,1), (5,3,4,1,2),



(5,3,2,4,1), (5,3,2,1,4), ... Postupnym vypoctom zodpovedajuicich stictov a overenim ich delitelnosti 11 je
mozné odhalit najvacsiu vyhovujiicu moznost.

Pri hladani najmensieho mozného Hynkovho sictu je mozné postupovat podobne, po¢ntc (1, 2, 3,4, 5).

Trojuholnik ABC je rozdeleny tse¢kami ako na obrazku. Use¢ky DE a AB st rovnobeZné. Trojuholniky CDH,
CHI, CIE, FIH maja rovnaky obsah, a to 8 dm?.

Zistite obsah Stvoruholnika AFHD.

(Eva Semeradova)
RieSenie:
Trojuholniky CDH a CHI maju spolo¢nu stranu CH, teda maju rovnaku vysku zo spolo¢ného vrcholu C. Tieto
trojuholniky maju rovnaky obsah, teda isecky DH a HI si zhodné. Trojuholniky CHI a FIH maju spolo¢nd stranu

H1I, teda maju rovnaku vysku zo spolo¢ného vrcholu /. Tieto trojuholniky maja rovnaky obsah, teda usecky CH
a HF su zhodné.

Predchadzajtice zavery znamenaju, Ze H je stredom useciek DI a CF, ¢o su uhlopriecky Stvoruholnika CDFI.
Tento Stvoruholnik je teda rovnobeznik, ktory je uhloprieckami rozdeleny na Styri trojuholniky s rovnakym
obsahom. Obsah rovnobeZnika CDFI je teda rovny Stvornasobku obsahu trojuholnika CDH.

Z uvedeného vyplyva, zZe priamky AC a FI su rovnobezné, teda aj Stvoruholnik AFID je rovnobeznik. Tento
rovnobeZnik méa s rovnobeZnikom CDFI spolo¢ny trojuholnik DFI, ktory tvori polovicu ako prvého, tak druhého
rovnobeZnika. Obsah rovnobeZnika AFID je teda rovnaky ako obsah rovnobeznika CDFI.

Obsah Stvoruholnika AF HD mézZeme vyjadrit takto:
S(AFHD) = S(AFID) — S(FIH) = S(CDFI) — S(CDH) = 4 - S(CDH) — S(CDH) = 3 - 8dm® = 24 dm®.
C

Poznamka:

Stvoruholnik AFHD je vlastne lichobeznik. Body B a E nehraju pri rie$enti tilohy Ziadnu rolu. Z ivodnych postre-
hov vyplyva niekol'’ko dalSich skuto¢nosti, ktoré je mozZné pouZit pri rieSeni tlohy:
Usec¢ky DI, IF a FD st strednymi prie¢kami trojuholnika AGC a tie rozdeluju tento trojuholnik na $tyri zhodné

trojuholniky. Obsah kazdého z tychto trojuholnikov sa rovna dvojnasobku obsahu referen¢ného trojuholnika
CDH (na obrazku vyznacené ako S). S(AFHD) = 3 - S(CDH).

C

A F G B

Trojuholniky CDH a CAF st podobné s koeficientom 2. Obsah trojuholnika CAF je preto Stvornasobkom obsahu
trojuholnika CDH.S(AFHD) = S(CAF) — S(CDH) = 3 - S(CDH).



6 Adam vpisal do tabul'ky 3 x 3 ¢isla od 1 po 9 ako na obrazku:

716|4
128
913 |5

Pre toto vyplnenie plati, Ze stiéet &isel troch poli¢ok pozdiZ kaZdej strany je stale rovnaky. Adam zistil, Ze ¢isla
do tabul'ky je mozné vyplnit aj inak, bez toho, aby pokazil vlastnost s rovnakymi sictami pozdlz stran.

Akt najmensiu hodnotu méze mat tento stcet? Uved'te priklad tabulky s najmensim stiétom pozdiZ stran a vy-
svetlite, preco mensi sticet byt nemdze.

(Josef Tkadlec)
RieSenie 1:
Vzhladom na to, Ze kazdé rohové policko vystupuje v dvoch stctoch, snazime sa do tychto poli¢ok umiestnit
najmensie mozné ¢isla a nej@ko doplnit zvySok. Po chvili skiiSania je mozné odhalit napr. nasledujtice vyplnenie,
v ktorom je sucet Cisel pozdlz kazdej strany rovny 12:

1 (8] 3
91715
26| 4

Vyplnenie s mensimi sti¢tami nie je mozné. Najmensi mozny sucet pozdlZ strany so s¢itancom 9je 1+ 2 + 9
Cize 12. Teda c¢islo 9 by muselo byt uprostred tabul’ky a zvy$né ¢isla pozdlz stran. Najmensi moZny sucet pozdlz
strany so s¢itancom 8 je 1 + 2 + 8 = 11. Teda mens{ sticet dosiahnut nemoZno a rozmyslame nad doplnenim
tabul’ky, v ktorej pozdlZ jednej strany su ¢isla 1, 2 a 8. PozdlZ protilahlej strany by boli tri zo zvy$nych piatich
Cisel. Najmensie mozné ¢isla su 3, 4 a 5, ktorych stucet je vsak 3 + 4 + 5 = 12, ¢o je viac nez 11.

Najmensia moZna hodnota suc¢tu v Adamovej tabul'ke je 12.

RieSenie 2:

KaZdé zo $tyroch rohovych poli¢ok prispieva do dvoch stétov, kazdé zo zvysnych $tyroch poli¢ok pozdiz stran
prispieva do jedného suctu. Teda sucet vSetkych Styroch stictov pozdlz stran je aspon

2-(1+2+3+4)+(G+6+7+8)

¢ize 46. Poziadavka rovnosti stiétov pozdiZ stran znamena, Ze predchadzajuci sucet by musel byt delitelny 4.

Najblizsie vacsie cislo delitelné Styrmi je 48. Teda najmensia mozna hodnota stctu v Adamovej tabul'ke je 48 : 4
Cize 12. Vyssie uvedena tabul'ka ukazuje, Ze také vyplnenie je mozné.




