MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

RieSenia uloh krajského kola kategorie Z9

1 Vzakladnej Skole, kam chodi aj Lukas, organizuji vedomostnu sutaz s vopred zoradenymi tlohami. Kazda sprav-
ne vyrieSend Uloha je hodnotena tol'kymi bodmi, aké je jej poradie. Kazda nerieSena ¢i nie celkom spravne
vyrieSend dloha je hodnotena 0 bodmi. Lukas spravne vyriesil len prvych 12 tloh. Ak by spravne vyriesil len
poslednych 12 uloh, ziskal by o 708 bodov viac.

Kol'ko bolo sutaznych tloh?

(Michaela Petrova)
RieSenie 1:
Akvsactel+2+3+4+5+6+7+8+9+ 10+ 11 + 12 kazdy scitanec zvicsime o k — 1, dostaneme sucet
12 po sebe idtcich prirodzenych ¢isel pocnuc k, ktory bude od neho o (k — 1) - 12 vacsi. Ak je ma teda prva
z poslednych 12 dloh hodnotu k bodov, poslednych 12 tloh mé o (k — 1) - 12 bodov viac neZ prvych 12 uloh.
Plati teda

(k—1)-12 =708,
takze
k—1=059,
k = 60.

KedZe prva z poslednych 12 tloh ma hodnotu 60, posledna ma hodnotu o 11 vacsiu, t. j. 71.
Sutaznych tuloh bolo 71.
RieSenie 2:
Sucet 12 po sebe iducich ¢isel pocnicmijem + (m + 1) + -« + (m + 10) + (m + 11) ¢ize (2m + 11) - 6.

Sucet bodov za tlohy 1 aZ 12 je teda (2 - 1 + 11) - 6 CiZe 78, a ak je k ¢islo 12. dlohy od konca, suicet bodov
za poslednych 12 tloh je (2k + 11) - 6. Podla zadania teda plati

78 + 708 = (2k + 11) - 6,

ekvivalentne
786 = (2k + 11) - 6,

131 = 2k + 11,
120 = 2k,
60 = k.

KedZe prva z poslednych 12 iloh ma hodnotu 60, poslednd ma hodnotu o 11 vacsiuy, t.j. 71.
Sutaznych uloh bolo 71.
Poznamka:
Prisactem+ (m+ 1) + -+ (m + 10) + (m + 11) vyuZivame to, Ze stcet prvého a posledného ¢isla je rovnaky
ako sucet druhého a predposledného atd. a Ze takychto dvojic je 6.
Hodnotenie:
¢ 2 body za Ciastkové postrehy tykajice sa suctu 12 po sebe idtcich cisel;

¢ 2 body za formulaciu problému pomocou neznamej (napr. (k — 1) - 12 = 708 ako pri prvom rieseni alebo
(2k + 11) - 6 = 786 ako pri druhom);

¢ 2 body za doriesenie a kvalitu komentara.

2 Nech ABC je trojuholnik a D priesecnik osi jeho vnutornych uhlov. Nech DEF, DGH, DI] st rovnostranné troj-
uholniky také, Ze vrcholy A4, B, C su postupne stredy stran EF, GH, I] abody E, G, I leZia postupne v uhloch CDA,
ADB, BDC. Velkost uhla ED]J je 51°, vel'kost uhla HDI je 66°.



Urcte vel'kosti vnutornych uhlov trojuholnika ABC.

(Karel Pazourek)
RieSenie:
Vnutorné uhly trojuholnika ABC ozna¢me zvycajnym spdsobom , 8, y. Osi vnutornych uhlov trojuholnika ABC
st osami sumernosti tychto uhlov, teda plati |*CAD| = |«DAB| = % atd. Trojuholniky DEF, DGH, DI] su

rovnostranné a body A4, B, C su stredy stran protilahlych spolocnému vrcholu D. Priamky DA, DB, DC su teda
osami sumernosti tychto trojuholnikov a plati |*EDA| = |«ADF| = 30° atd.

KedZe sucet uhlov v trojuholniku je 180°, plati
180° = [«DAC| + |XACD| + |«CDA]|

= |%DAC| + |XACD| + (|%CDJ| + |«/DE| + |XEDA|)

_a+y+ 30°+51° 4+ 30°) = a+y+111°
22 ( )= 2 2 ’
takze a v
— 4+ = =69°,
2 + 2
ateda
a+y =138
Z toho
180°=a+pB+y=p+138°,
takze
B =42°.
Podobne
180° = |«DBC| + |«¥BCD| + |«CDB|
= |«DBC| + |«BCD| + (|«CDI| + |«IDH| + |«HDB])
By . . w_B Y .
= 2+2+(30 +66°+30°) = 2+2+126,
takze 8
| P
> + 5 = 54°,
ateda
B +vy=108".
Z toho
180°=a+ B +y=a+108°,
takze
a=72°
Potom

y =180°—a — f =180° — 42° — 72° = 66°.

Vel'kosti vnutornych uhlov trojuholnika ABC sd 72°, 42° a 66°.
Hodnotenie:

¢ 2 body za ivodné pozorovania stuvisiace s osami uhlov;



¢ 2 body za urcenie pomocnych uhlov a zostavenie rovnic;
e 2 body za dorieSenie a kvalitu komentara.

3 Na stranach trojuholnika ABC st dané body D, E, F, G, H také, Ze plati:
e bod D je stredom strany AC,
e bod E je stredom strany BC,
e body F a G lezia postupne na useckach CD a CE tak, ze FG || DE,
e bod H leZi na usecke AB tak, Zze |AH| : |AB| =3 :7,
e pomer obsahov mnohouholnikov DEGF a DHEGF je 3 : 7.
Urcte pomer vel'kosti useliek FG a DE.
(Méria Doményova)
RieSenie:

Situaciu zo zadania si zndzornime na obrazku:

c
A
D E
A H B

Usecka DE je strednou prie¢kou trojuholnika ABC. Trojuholniky DEH a DEC maji spolo¢nti stranu DE a zhodné
vysSKky na tito stranu, teda maju rovnaky obsah (a to nezavisle od polohy bodu H na tusecke AB).

Stvoruholnik DEGF je ¢astou patuholnika DHEGF a pomer ich obsahov je 3 : 7. Teda pomer obsahov $tvoruhol-
nika DEGF a trojuholnika DEH, resp. $tvoruholnika DEGF a trojuholnika DEC je 3 : 4. Stvoruholnik DEGF je
Castou trojuholnika DEC, teda pomer obsahov trojuholnikov FGC a DEC je 1 : 4.

Usecky FG a DE st rovnobezné, teda trojuholniky FGC a DEC st podobné. Pomer velkosti zodpovedajticich
dvojic iseciek je preto 1 : 2, teda aj hladany pomer velkosti iseciek FG a DE je 1 : 2.

Poznamka:

Pozorovanie z prvého odseku rieSenia je mozné vyuzit tiez tak, Ze namiesto bodu H uvazujeme stred usecky AB,
ktory nazveme I:

C

A I B
Trojuholnik ABC je tak strednymi prieckami DI, IE, E D rozdeleny na Styri navzajom zhodné trojuholniky, a teda
plati, Ze pomer obsahov Stvoruholnika BEDA a trojuholnika ABC je 3 : 4.
Naopak, ak DE || AB a pomer obsahov BEDA a ABC je 3 : 4, tak DE je strednou prieckou trojuholnika ABC.

Podobnou tvahou o $tvoruholniku DEGF a trojuholniku DEC moZno odvodit, Ze FG je strednou prieckou troj-
uholnika DEC.

Prikladame ilustraciu, v ktorej s vSetky vysSie spominané pomery dobre zrejmé:



Hodnotenie:

¢ 1 bod za pozorovanie, Ze trojuholniky DEH a DEC majui rovnaky obsah;
* 3 body za dalsie Ciastkové zavery tykajlice sa pomerov obsahov;
¢ 2 body za vysledok a kvalitu komentara.

4 Najdite vSetky trojice trojcifernych prirodzenych ¢isel (a, b, ¢) také, ze

b’=a-c, b=a+ 34

(Erika Novotna)
RieSenie:
Po tprave

b2 (a+34)% a?+68a+ 342 342
=— = = =a+68+—
a a a a

zistujeme, Ze c je prirodzené &islo prave vtedy, ked a je prirodzeny delitel’ ¢isla 342.
Ked%e 342 = 22 . 172, prirodzené delitele 34% su 1, 2, 4, 17, 34, 68, 289, 578, 1156. Z toho trojciferné si 289
a 578, to st teda jediné mozné hodnoty a.

e Aka = 289, tak
b=a+34 =289+ 34 =323

2 2

34
c=a+68+—=289+68+ — =289+68+4 =361,
a 289

o su v trojciferné cisla.
e Aka =578, tak
b=a+34=578+34 =612

2 2

34 34
c=a+68+—=578+68+ — =578+ 68+ 2 =648,
a 578

Co su trojciferné cisla.
Hladané trojice Cisel su (289, 323,361) a (578,612, 648).
Hodnotenie:
e 2 body za vyjadrenie c = a + 68 + % alebo analogicku upravu;

* 2 body za trojciferné delitele ¢isla 342 a zodpovedajuci rozbor moZnosti;
e 2 body za vysledok a kvalitu komentara.




