MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

RiesSenia uloh krajského kola kategorie C

1 Pre kazdé zo 6 po sebe iducich prirodzenych c¢isel vac¢sich ako 1 uré¢ime najmensie prvocislo, ktoré ho deli, a po-
tom tychto 6 prvocisel s¢itame. MéZe ndm vyjst
a) 23,
b) 25?
(Eliska Macakova)
RieSenie 1:
Medzi kazdymi 6 po sebe idticimi ¢islami st prave 3 parne (tie do suctu prispeju 3-krat prvocislom 2) a prave 2
delitelné 3, z ktorych jedno je neparne (to prispeje prvocislom 3) a druhé je parne (jeho prispevok prvocislom
2 sme uz zapocitali). Zvysné 2 z tychto 6 Cisel prispeju prvocislami p a g, z ktorych kazdé je vacsie ako 3.
a) Jediné prvocisla p a q vacSie ako 3, pre ktoréplati2 + 2+ 2+ 3+ p+q = 23,Cizep+q =14,sa47a’7.
To by v§ak znamenalo, Ze medzi 6 po sebe idliicimi ¢islami st 2 delitelné 7. Takato situacia nastat nemoze,
pretoZe dva roézne nasobky 7 sa liSia najmenej o 7. Sticet 23 teda vyjst nemdze.

b) Vyhovuje napriklad Sestica ¢isel (121,122,123,124, 125, 126), ktorych najmensie prvociselné delitele su
postupne (11, 2, 3, 2,5, 2), takZe naozaj davaji poZadovany sucet 25.
Poznamka:

OpiSeme, ako hladat' ¢isla v ¢asti b). Vyuzijeme na to ivahy z ivodu nasho rieSenia. Jediné prvocisla p a q vacsie
ako 3, pre ktoréplati2 + 2+ 2+ 3 +p +q = 25,¢izep + q = 16,su 5 a 11. V hladanej Sestici sa tak musi
nachadzat ¢islo, ktorého najmensi prvociselny delitel je 11.

Ak zaradime do Sestice rovno ¢islo 11, budud v nej z ndsobkov 5 pritomné ¢isla 10 alebo 15 (mo6Zu tam byt aj
obe, ale Ziadne iné). Ani jedno z tychto dvoch ¢isel vS§ak nemdzZe prispiet prvocislom 5, pretoZe maju mensSie
prvociselné delitele, a to 2, resp. 3.

Druhé najmensie ¢&islo, ktoré méZe prispiet’ prvocislom 11, je 112 ¢iZe 121. V jeho ,,0koli“ uz najdeme vyhovujt-
cich 6 ¢isel. KedZe 119 = 7 - 17, toto Cislo zaradit nemdZeme. Prichadza tak do uvahy Sestica zacinajtca ¢islom
120 alebo $estica za¢inajica ¢islom 121, obe (s ¢islom 125 ¢ize 5%) vyhovuji.

Pokyny:
Cast a) je hodnotena 3 bodmi, ¢ast' b) tiez 3 bodmi.
Netplné riesenia hodnotte nasledovne:
A1 KonsStatovanie, Ze v kazdej Sestici po sebe iducich ¢isel sa nachadzaju 3 parne Cisla, ktoré prispeju 3-krat
prvocislom 2: 1 bod.
A2 Konstatovanie, Ze v kazdej Sestici po sebe iducich Cisel sa nachadza jedno neparne cislo delitelné 3, ktoré
prispeje prvocislom 3: 1 bod.
A3 Zddévodnenie, preco pripad p = g = 7 nie je moZny: 1 bod.
B1 N3ajdenie l'ubovolnej vyhovujuicej Sestice v Casti b): 3 body.
Tolerujte, ak je namiesto overenia iba konStatované, Ze navrhnuta Sestica ,zrejme“ vyhovuje.

VT

B2 Hladanie vyhovujucej Sestice v Casti b) v ,okoli“ ¢isla 121 (pripadne inej vhodnej mocniny prvocisla 11
alebo 5), ktoré pre numericku chybu skon¢i netispesne: 2 body.

B3 Pozorovanie, Ze v asti b) je potrebné najst prvocisla p a g vacSie ako 3 také, Ze p + g = 16: 1 bod.

Celkovo potom dajte sticet bodov z A1, z A2, z A3 a maxima z poc¢tov bodov z B1, z B2 a z B3.

2 Na tabuli st napisané styri ¢islav11,v12,v13, v 14. V kazdom kroku jedno ¢islo z tabule zotrieme a nahradime
ho sucinom niektorych dvoch zo zvysSnych troch ¢isel. Zistite, ¢i je mozné postupovat tak, aby po niekolkych
krokoch boli na tabuli len celé ¢isla.

(Josef Tkadlec)



RieSenie:
Je to moZné, a to napriklad takto:

1 Skrtneme V14 a nahradime ho st¢inom V11 a V12, t. - V132.
Na tabuli tak budu &isla V11, V12, V13, V132.

2 Skrtneme V13 a nahradime ho sti¢inom V11 a 12, t.j.v/132.
Na tabuli tak budu ¢isla V11, V12, V132, V132.

3 Skrtneme V12 a nahradime ho sti¢inom V132 a /132, t. j-132.
Na tabuli tak budu ¢islav11,132,v132,V132.

4 Skrtneme V11 a nahradime ho st¢inom V132 a V132, t. j-132.
Na tabuli tak budu ¢isla 132, 132,vV132,vV132.

5 Skrtneme V132 a nahradime ho st¢inom 132 a 132, t. j- 17424.
Na tabuli tak budu ¢isla 132, 132, 17424, v132.

6 Skrtneme V132 a nahradime ho st¢inom 132 a 132, t. j- 17424.
Na tabuli tak budu ¢isla 132, 132, 17424, 17424, vsetky su celé.
Pokyny:

Plny pocet 6 bodov dajte tym rieSeniam, z ktorych je jasné, ako sa ma kazdy krok vykonat, aby sme nakoniec
dostali $tvoricu celych ¢isel.

Netplné rieSenia hodnotte nasledovne:

A1 Tvrdenie, Ze celé Cisla su dosiahnutelné, bez snahy vysvetlit, akym sp6sobom: 0 bodov.
A2 Rozklad ¢isel na prvocinitele a/alebo ich ¢iastotné odmocnenie: 0 bodow.

A3 Opis série krokov, po ktorych ziskame dve rovnaké ¢isla: 1 bod.

A4 Opis série krokov, po ktorych ziskame jedno celé ¢islo a tri necelé ¢isla: 2 body.

A5 Opis série krokov, po ktorych ziskame dve celé ¢isla a dve necelé Cisla: 4 body.

A6 Hypotéza, Ze Styri celé ¢isla si dosiahnutelné, so slovnym opisom krokov, z ktorého je jasny zamer, avsak
v nejakom kroku tento opis nema jednoznacnu interpretaciu a niektora z moznych interpretacii nevedie
k cielu: 5 bodow.

B1 Myslienka, Ze len o ziskame dve celé ¢isla, lahko potom déjdeme k ciel'u: 2 body:.

B2 Myslienka, Ze len o ziskame dve rovnaké Cisla, ich sucin bude celé Cislo: 2 body.

Celkovo potom dajte maximum z poctov bodov z A5, z A6 a zo suctu bodov z B1 a maxima z poc¢tov bodov z B2,
z A3 az A4.

Ciasto¢né body dajte aj v pripade, Ze v rie$eni je konstatované, ze vietky $tyri celé ¢isla st (asi) nedosiahnutelné.
Pokial’ vSak riesitel konStatuje, Ze nedosiahnutelnost Styroch celych ¢isel svojim postupom dokazal, dajte naj-
viac 3 body.

Nech ABCD je obdiznik taky, Ze plati |AB| : |BC| = 2 : 1. Nech KLMN je obdlznik taky, ze plati |[KL| : |[LM| =
3 : 1abodyK, L, M, N leZia postupne na strandch AB, BC, CD, DA. Nech WXYZ je obdlZnik taky, Ze body W,
X, Y, Z lezia postupne na stranach KL, LM, MN, NK a jeho strany st rovnobezné so stranami obdlznika ABCD.
Vypocitajte hodnotu |XY| : |YZ].

(Pavel Calabek)
RieSenie:
Uloha tizko nadvizuje na tilohu z domaceho kola s rovnako zadanymi obdiznikmi ABCD a KLMN. V priebehu jej
rieSenia sme odvodili poznatok, Ze Styri pravouhlé trojuholniky ANK, DMN, CLM, BKL st navzajom podobné,
pritom kazdy z nich ma dizky odvesien v pomere 5 : 1, konkrétne |AN| : |AK| = 5 : 1. RieSitelia krajského
kola sa m6zu na tento vysledok odvolat, uvedme vsak aj teraz jeho odvodenie. Postup sa nam totiZ bude hodit
na obdobné postdenie dvojice obdiZnikov KLMN a WXYZ.
Avizovana podobnost pravouhlych trojuholnikov ANK, DMN, CLM, BK L, ktoré obklopujii obdiznik KLMN, vy-
plyva podla vety uu zo zhodnosti ich vnitornych uhlov. Napriklad uhly KNA a DNM sa doplnaja do 90°, rov-
nako ako uhly DNM a NM D, odkial dostavame zhodnost uhlov KNA a NMD. Analogicky sa zdovodnia aj ostatné
potrebné zhodnosti uhlov.

Dalej sme v rie$eni tlohy uréili pomery podobnosti spominanych $tyroch trojuholnikov: Trojuholniky ANK
a CLM su dokonca zhodné (maju totiz zhodné prepony), oproti nim maju trojuholniky DM N a BK L strany 3-krat



dlhsie (3-krat dlhsie su totiZ podla zadania ich prepony). Pri vol'be jednotky dizky |AK| a oznadeni x = |AN| tak
mame |[CM| = 1, |DN| = 3a|DM| = 3x,ateda |AB| = |CD| = 3x + 1a|BC| = |AD| = x + 3. Dosadenim
do zadaného vztahu |AB| : |BC| = 2 : 1 dostaneme rovnicu (3x + 1) = 2(x + 3), z ktorej mame x = 5. Preto
naozaj plati napriklad |AN| : |[AK| = 5 : 1. Tymto uzatvirame pripomenutie postupu z domaceho kola.

Teraz vy$Sie vykonané ivahy vyuzijeme pre dvojicu obd{Znikov KLMN a W XY Z. Znovu tu mame $tvoricu podob-
nych pravouhlych trojuholnikov KW Z, LXW, MY X, NZY, obklopujticich obd{Znik W XY Z. Hladana hodnota | XY | :
|YZ|, zapisana ako |WZ| : |XW]|, je tak vlastne pomerom diZzok prepdn dvoch podobnych trojuholnikov KW Z
a LXW.Najdeme ju dalej ako pomer |KZ| : |LW| diZok zodpovedajticich si odvesien tychto dvoch trojuholnikov.
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Zo zadania vyplyva, Ze strana AB obdlZnika ABCD je rovnobeZna so stranou ZW obdlZnika WXYZ, pretoZe je
zrejme vylicené, aby platilo AB || ZY. Preto st striedavé uhly KW Z a BKL zhodné, takze pravouhlé trojuholniky
KWZ a BKL su podobné podla vety uu. Na obrazku je tak dokonca osem navzajom podobnych pravouhlych
trojuholnikov, kazdy s diZzkami odvesien v skdr uréenom pomere 5 : 1.

Prioznaceniy = |KZ|az = |LW| tak mdme |KW| = 5y a |LX| = 5z. Todava |KL| =5y +za |[LM| =5z +y
(lebo IMX| = |KZ| zo zhodnosti trojuholnikov MYX a KW Z). Podmienku |KL| : |LM| = 3 : 1 teda mdZeme
prepisat ako rovnost 5y + z = 3(5z + y), z ktorej vyplyva y = 7z. Dostavame tak

IXY|: |YZ| = |WZ|: |XW| = |KZ|: |LW|=y:z=7:1.

Pokyny:
Za Uplne riesenie treba povazovat aj také, ked poznatky z A1 a A3 st oznacené za zname (z domaceho kola)
a poznatok z A2 za analdgiu poznatku z A1 (existuju vSak tiplné postupy, ktoré poznatok z A3 nevyuZzivaju pria-
mo, ale skryto v nejakej rovnici). Nedplné rieSenia hodnotte nasledovne, pritom body za A1, A2 a A3 dajte aj
v pripade opisanom v predchadzajicej vete:
A1 Doékaz podobnosti niektorych dvoch susednych trojuholnikov ANK, BKL, CLM, DMN (obklopujtcich ob-
diznik KLMN): 1 bod.
A2 Dokaz podobnosti niektorych dvoch susednych trojuholnikov KW Z, LXW, MYX, NZY (obklopujtcich ob-
diznik WXY Z): 1 bod.
A3 PodloZeny vypocet pomeru dizok niektorych dvoch stran jedného trojuholnika z A1 (naj¢astejsie odvesien,
ked vyjde 5 : 1): 2 body.
A4 Doékaz podobnosti dvoch trojuholnikov, z ktorych jeden je uvedeny v A1 a druhy v A2: 1 bod.
B1 PodloZené zostavenie jednej alebo viacerych linedrnych rovnic, ktoré umoZiuju vypocitat pomer podob-
nosti medzi vacsimi a mensimi trojuholnikmi z A2: 5 bodow.

Nestaci teda vypisat napriklad sustavu kvadratickych rovnic, ktoré mozno ziskat bez pouZitia podobnosti
pouzitim Pytagorovej vety pre rozne zastipené pravouhlé trojuholniky.

Celkovo potom dajte maximum z poc¢tu bodov z B1 a zo stuctu bodov z A4 a maxima z poctov bodov z A1, z A2
azA3.

Tolerujte, ak riesitel' zd6vodni podobnost nejakej dvojice trojuholnikov a potom podobnosti, ktoré mozno zdévod-
nit rovnakym postupom, oznaci za analogické.




4 Urcte pocet usporiadanych Stvoric (a, b, ¢, d) Cisel z mnoziny {1, ..., 1000} takych, Ze
ab = cd,

a’?+b%?=c?+4d>

(Jan Mazak)

RieSenie 1:
VSimnime si, Ze vdaka rovnostiam zo zadania plati

(a+b)? = (a® +b?) + 2ab = (c? +d?) + 2cd = (c + d)%.
KedZe obe ¢isla a + b a ¢ + d st kladné, po odmocneni dostdvame a + b = ¢ + d.
Z rovnosti

(a—b)? = (a? + b?>) —2ab = (c®> + d?) — 2cd = (c — d)?
po odmocneni tentoraz dostavame |a — b| = |c — d|, takZe nastane aspori jeden z pripadova — b = ¢ — d alebo

a—b=d-c

V obidvoch pripadoch mézZeme ziskanu rovnost scitat' s rovnostou a + b = ¢ + d, ¢im dostaneme v prvom
pripade 2a = 2¢, t.j.a = ¢, avdruhom 2a = 2d,t.j.a = d. Zrovnosti a + b = ¢ + d potom v prvom pripade
vdaka a = c plati b = d, a vdruhom vdaka a = d plati b = c.V kazdom pripade {a, b} = {c, d}, a preto kazda
vyhovujuca $tvorica musi byt v tvare (a, b, a, b) alebo (a, b, b, a).

Vsetky $tvorice (a, b, a, b) aj (a, b, b, @) zrejme spliiaji obe rovnosti zo zadania. Zostava preto uréit pocet tychto
Stvoric. Ak platf a = b, ide o Stvorice toho istého tvaru (a, a, a, @) a tych je 1 000. Ak, naopak, a # b, su Stvorice
(a,b,a,b) a(a,b,b,a) rozne. KedZe mame 1 000 moznosti na vyber a a potom 999 moznosti na vyber b, pocet
Stvoric takych, ze a # b, je 2 - 1000 - 999 ¢ize 1998 000. Celkovo tak existuje prave 1999 000 vyhovujuicich
Stvoric.

RieSenie 2:
Z prvej zadanej rovnosti vyjadrime d = ab/c, ¢o dosadime do druhej rovnosti, ktoru dalej upravime nasledovne:

a? + b% = c? + (ab/c)?,
c?a? + c?b? = ¢* + a?b?,
c?a® — c* = a®?b? — c?b?,
c?(a? — c?) = b%(a? - c?),
(a? —c?)(c?2 = b?) =0,
(a=c)a+c)(c—b)(c+b)=0,
(a=c)(c—b)=0.
Podla odvodenej rovnosti sa teda ¢islo ¢ rovna niektorému z ¢isel a alebo b. Tomu druhému sa vdakad = ab/c

potom rovna ¢islo d.
Znova sme dosli k zaveru, Ze kazda vyhovujica Stvorica musi byt tvaru (a, b, a, b) alebo (a, b, b, a), pricom
akakolvek taka $tvorica zadaniu zrejme vyhovuje. Stvoric tvaru (a, b, a, b) je 10002 (pripti$tame aj moznost
a = b). Rovnako tak $tvoric tvaru (a, b, b, a) je 10002 (pripistame aj moznost a = b). Ked%e je viak kazda
z 1000 $tvoric (a, a, a, @) zapo¢itana 2-krat, vyhovujticich $tvoric je prave 2 - 10002 — 1000 ¢ize 1999 000.
Poznamka:
Zdovodnenie, preco kazda vyhovujica Stvorica musi mat tvar (a, b, a, b) alebo (a, b, b, a), mozno podat’ aj geo-
metricky: Uvazujme dva pravouhlé trojuholniky, jeden s odvesnami dlZok a a b, druhy s odvesnami dlZok c a d.
Podla prvej zadanej rovnosti maju tieto dva trojuholniky rovnaké obsahy, podla druhej rovnosti maji zhodné
prepony. Maju tak aj zhodné vysky na preponu. Vyuzime teraz znamu konstrukciu pravouhlého trojuholnika
podla zadanej prepony a zadanej vysky. Vdaka simernosti pouzitej Talesovej kruznice podla osi prepony su
nase dva trojuholniky zhodné. Preto plati (a, b) = (c,d) alebo (a, b) = (d, ¢), ako sme chceli ukazat.
Pokyny:
Neuplné rieSenia hodnotte nasledovne:

A0 Vyjadrenie jedného z ¢isel a, b, ¢, d z jednej rovnosti a dosadenie do druhej rovnosti: 0 bodov.

A1 Udelte 2 body, ak riesitel splni ¢okolvek z nasledujiceho:
« odvodenie niektorej z rovnosti (a + b)? = (c + d)?,a + b = ¢ + d alebo (a — b)? = (c — d)?;



¢ pozorovanie, Ze ak pevne zvolime hodnotu stic¢inu ab, hodnota a® + b%Kklesa's tym, ¢im blizSie k sebe
su ¢isla a a b;

2 w = d? a prevedenie pdvodnych rovnosti na rovnosti

o oznalenie napriklad x = a?,y = b%,z = ¢
xy=zwax+y=z+w.
A2 Odvodenie oboch rovnosti (a + b)? = (¢ + d)? a (a — b)? = (c — d)?: 3 body.
A3 Vyjadrenie jednej nezndmej z rovnice ab = cd a dosadenie do druhej rovnice s vyjadrenym zamerom riesit
kvadraticki rovnicu pre druhd mocninu vhodnej nezndmej (v naSom druhom rieSeni ide o kvadraticku
rovnicu pre c? s korefimi a?, b?): 3 body.

A4 Zddévodnenie, preco niektoré z Cisel a a b je rovné niektorému z Cisel c, d, pripadne odvodenie rovnosti,
z ktorej to ihned’ vyplyva, napriklad (a? — ¢?)(c? — b?) = 0 alebo (a — ¢)(c — b) = 0: 4 body.
Tento krok je mozné tiez splnit vyrieSenim kvadratickej rovnice z A3.

A5 Dokaz, Ze vyhovujuica Stvorica musi byt v tvare (a, b, a, b) alebo (a, b, b, a) (nezalezi, ¢i je zaver sformulo-
vany pomocou Stvoric alebo je zapisana alebo slovne popisana rovnost {a, b} = {c, d}): 5 bodov.
Tento dokaz moZze byt vykonany postupmi z oboch rieseni aj geometrickym postupom z poznamky.

B1 Pozorovanie, Ze rovnostiam zo zadania vyhovujud nielen Stvorice tvaru (a, b, a, b), ale aj Stvorice tvaru (a, b,
b,a): 1 bod.

B2 Spravne vycislenie poctu Stvoric tvarov (a, b, a,b) a (a, b, b, a) spolu: 1 bod.

Celkovo potom dajte sticet bodov z B2 a z maxima poctov bodov z A1, z A2,z A3,z A4,z A5 a z B1.




