MATEMATICKA OLYMPIADA 2023/2024

RieSenia uloh krajského kola kategorie B

1 Patrik vybral dve rozne kladné celé Cisla, kazdé napisal na 10 kariet a vSetkych 20 kariet rozmiestnil po obvode
kruhu. V§imol si, Ze kazdé ¢islo je teraz delitelom stictu dvoch ¢isel na susednych kartach. Dokazte, Ze na kazdych
dvoch susednych kartach st rézne c¢isla.

(Josef Tkadlec)
RieSenie 1:
Uvazované cisla oznacme a a b.

Tvrdenie dlohy dokdZeme sporom. Nech teda existuji dve susedné karty s rovnakym ¢islom, bez ujmy na vSeobec-
nosti nech je to ¢islo a. KedZe je karat oboch druhov rovnaky pocet, existujd aj dve susedné karty s ¢islom b.

Vyberme dve susedné karty s ¢islom a. Ak za¢neme od tejto dvojice putovat po kruhu jednym smerom, narazime
na ¢islo b (inak by v kruhu boli samé a). Len ¢o sa to stane, budeme mat susednt trojicu (a, a, b). Podla zadania
potom platia | a + b, odkial' a | b.
Analogickou ivahou najdeme trojicu (b, b, a), z ktorej dostaneme b | a. Pre prirodzené ¢islaa a b tak platia | b
ajb | a,atedaa = b, ¢o je spor.
Poznamka:
UkaZme navyse, Ze pre &isla a a b spiiajtce zadanie tilohy musi platit bud’ b = 2a, alebo a = 2b. Vzhladom
na symetriu staci v pripade a < b dokdzat b = 2a. Pri striedavom rozmiestnenf ¢isel z trojice (a, b, a) mame
b | 2a, takZe 2a = kb pre vhodné prirodzené ¢islo k. Z predpokladu a < b vsak vyplyva kb = 2a < 2b, odkial
k < 2,c¢izek = 1,apreto2a = kb = b.
Pokyny:
Netplné riesenia, ktoré sa zaoberaji pripadom, ked' rozmiestnenie ¢isel a a b nie je striedavé, hodnotte nasle-
dovne:

A1l KonsStatovanie, Ze musia byt vedla seba dve a aj dve b: 1 bod.

A2 KonStatovanie, Ze musi existovat ako usek (a, a, b) (alebo (b, a, a)), tak aj usek (a, b, b) (alebo (b, b, a)): 3
body.

A3 Korektné odvodenie oboch vztahova |a+ bab | a + b: 4 body.

A4 Dosiahnutie sporu s pripadnou drobnou argumentac¢nou chybou: 5 bodov.

Celkovo potom dajte maximum z poctu bodov z A1, z A3,z A3 a z A4.

2 Redlne éislaa, b, c, d spiﬁajﬁ rovnosti
a—>b a—c b—c

ctd b+d a+d
Dokazte, Ze tieto zlomky maji hodnotu 0.

(Zdenék Pezlar)
Riesenie:
Tvrdenie dokdZeme sporom. Nech je spolo¢na hodnota tychto zlomkov rézna od 0, takzea — b # 0,a — c # 0,
b—c#0.

Upravujme prvu rovnost:
a—-b a-c

c+d b+d
(@a—b)(b+d) = (a—c)(c+d),

ab+ad —b?>—bd =ac+ad —c? —cd,
(ab —ac) — (b = ¢?) — (bd — cd) = 0,
ab—c)—(b—-c)(b+c)—db—-c)=0,
(b=c)a=—b—-c—-d)=0,
a—b—-c—d=0.




Upravujme druht rovnost:
a—c b-c

b+d a+d
(a—c)a+d)=b-c)(b+d),

a? +ad —ac—cd =b%+bd —bc—cd,
(a? — b?) — (ac — bc) + (ad — bd) = 0,
(a—b)(a+b)—cla—b)+d(a—Db) =0,
(a=b)(a+b—-c+d)=0,
a+b—c+d=0.

Sc¢itanim tychto dvoch medzivysledkov dostavame
(a—=b—c—d)+(@a+b—-—c+d)=0+0,
2a—2c =0,
a—c=0,
o je spor.

K tplnosti rie$enia este treba dodat, Ze &isla a, b, ¢, d spliiajiice zadanie existuju, a to napriklada = b = ¢ =
d=1

Pokyny:
Neuplné riesenia hodnotte takto:
A1l KonsStatovanie, Ze stac¢i dokazat rovnost dvoch z troch ¢isel a, b, c: 1 bod.
A2 Odvodenie jednej z rovnostia —b —c —d = 0aleboa+ b —c+d = 0: 3 body.
A3 Odvodenie oboch tychto rovnosti: 4 body.
A4 RieSenie s drobnym argumenta¢nym nedostatkom: 5 bodov.

Neuvedenie aspor jednej vyhovujicej Stvorice tolerujte.

Celkovo potom dajte maximum z poctu bodov z A1, z A3,z A3 az A4.

Nech ABCD je lichobeznik so zakladtiami AB a CD, ktorych dizky st postupne 6 a 4. Ozna¢me P stred uhlo-
priecky BD a E priesecnik priamok AP a CD. Nech bod F je priesecnik priamky BE a rovnobezky s priamkou
AP prechadzajucej vrcholom D. Dokazte, Ze priamka BC rozpoluje tsecku DF.

(Jaroslav Svréek)
RieSenie 1:
Dokazeme, ze bod C je taziskom trojuholnika BDF, z ¢oho uz vyplynie, Ze priamka BC naozaj rozpoluje jeho
stranu DF.
Najskor si vSimneme, Ze z rovnobeznosti zakladni AB a CD vyplyva zhodnost striedavych uhlov PAB a PED.
KedZe zhodné su aj vrcholové uhly APB a EPD, trojuholniky PAB a PED st podobné, a teda vdaka rovnosti
|PB| = |PD| dokonca zhodné. Stvoruholnik ABED je teda rovnobeznik. Preto plati |DE| = |BA| = 6. Bod
E zrejme leZi na polpriamke DC, takZe |DC| = 4, ¢o spolu s |[DE| = 6 znamen4, Ze bod C lezi na usecke DE
apritom |[DC| = 2 |CE]|.




KedZe bod P je stred strany BD trojuholnika BDF a PE || DF, usecka PE je jeho strednou prieckou, teda bod E
je stred strany BF. Usecka DE je preto taZnicou, takze jej bod C je naozaj taZiskom tohto trojuholnika.

Poznamka:
To, Ze E je stred useCky BF, mozno dokazat aj inak:

KedZe ABED je rovnobeznik, je aj Stvoruholnik AE F D rovnobeznik, a to vdaka rovnobeznosti svojich protilahlych
stran. Z oboch rovnobeznikov tak dostavame |BE| = |AD| = |EF|, ¢o znamen4, Ze bod E je stred usecky BF.
RieSenie 2:

Rovnako ako v prvom rieSeni dokdZeme, Ze |AP| = |EP| a Ze bod C lezi na Gsecke DE tak, ze |[EC| = 2. KedZe
PE je stredna priecka trojuholnika BDF rovnobezna s jeho stranou DF, staci dokazat, Ze priamka BC rozpoluje
usecku PE. Potom totiZ bude rozpolovat aj isecku DF, pretoze trojuholnik BDF je obrazom trojuholnika BPE
v rovnolahlosti so stredom B a koeficientom 2.

Oznacme preto X priesecnik Useciek BC a PE a ukazme, Ze naozaj plati |[PX| = |EX|. KedZe trojuholnik ECX je
podobny trojuholniku ABX podla vety uu, z rovnosti |AB| = 3 |EC| vyplyva tieZ |AX| = 3 |EX|. Odtial' |AX]| =
% |AE|a |EX| = % |AE|, podobne z |AP| = |EP| mame |AP| = % |AE|, a preto

3 1 1
|PX| = |AX]| — |AP| = ZlAEl—EIAEl = ZlAEl = |EX].

Pokyny:

Netplné postupy hodnot'te nasledovne:

Al Konstatovanie, Ze tvrdenie ulohy bude dokazané, ked ukazeme, Ze bod C je taziskom trojuholnika BDF: 1
bod.

B1 Urcenie polohy bodu C na dsec¢ke DE (napriklad rovnostou |CE| = 2): 2 body.
B2 Dokaz poznatku, Ze bod E je stredom tsecky BF: 2 body.

B3 Dokoncenie dokazu, Ze bod C je taziskom trojuholnika BDF: 1 bod.

C1 Dokaz zhodnosti trojuholnikov PAB a PED: 1 bod.

C2 Dokaz poznatku, Ze ABED je rovnobeznik: 2 body. Ak je tento poznatok iba konStatovany (pripadne ozna-
¢eny za zrejmy), dajte iba 1 bod.

D1 Zavedenie priese¢nika X Gseciek BC a PE so zamerom dokazat' rovnost |PX| = |EX|: 1 bod.

D2 Dokaz rovnosti |AX| = 3 |EX]|: 1 bod.

D3 Dokaz rovnosti |PX| = |EX]: 1 bod.

D4 Dokoncenie dékazu pouZitim odvodeného poznatku, Ze priamka BC rozpoluje strednu priecku PE troj-
uholnika BDF: 1 bod.

Celkovo potom dajte maximum z tychto hodnét:

e sucetbodovzAl,zB1,zB2azB3;
e sucetbodovzAl,zB2,zB3 amaximazbodovzClazC2;
e sucetbodovzB1,zD1,zD2,zD3 azD4.

Kol'kymi réznymi sposobmi méZeme vyplnit tabul'ku 2024 x 2024 ¢islami 0 a 1 tak, aby sucty Cisel v jednotlivych
riadkoch boli navzajom rozne a aj suéty ¢isel v jednotlivych stipcoch boli navzajom rézne?

(Eliska Macédkova)
RieSenie:
Ukazeme, Ze hladany pocet je 2 - (2024!)2. Kazdu spravne vyplnent tabul'ku budeme dalej nazyvat len tabul’kou,
vyhodne ozna¢ime n = 2024 a vyrieSime tlohu pre tabul’ku nxn so vSeobecne zvolenym n, ked’ pocet spravnych
vyplneni vyjde 2(n!)2.
KedZe sucty cisel v riadkoch tabul’ky su podla zadania navzajom rozne, chyba medzi nimi jedina z n+ 1 moznych
hodnét 0, 1, ..., n takych suctov. To isté plati aj pre sucty Cisel v jednotlivych stlpcoch tabul’ky. Z toho vyplyva, ze
ako medzi riadkovymi, tak medzi stipcovymi stiétami je zasttipené aspoii jedno z &isel 0 alebo n. Znamen to, Ze
v tabul’ke vZdy najdeme riadok so samymi 0 alebo samymi 1 aj takyto stipec. Zrejme viak neméZu byt v jednom
smere niekde samé 0 a vdruhom smere niekde samé 1. Prave jedno z ¢isel tak vyplia cely riadok aj cely stlpec,
takze riadkové aj stlpcové sucty su vzdy bud’' 0, 1, ..,n — 1,alebo 1, 2, ..., n.

Vysvetlime teraz, preco je tabuliek oboch druhov rovnako vela: Ak vtabul'ke jedného druhu vsetky ¢isla navzajom
vymenime vSetky 0 a 1 (t. j. kazdé zapisané c¢islo c zmenime na ¢islo 1 — c), dostaneme zrejme tabul'ku druhého



druhu. Lubovolny riadkovy aj stipcovy stiéet totiZ zmeni svoju hodnotu s na hodnotu n—s. Preto sa dalej budeme
venovat iba urceniu poctu tych tabuliek, ktorych riadkové aj stlpcové suctysu 0, 1, ...,n — 1.

Dalej v dvoch etapach dokaZeme, Ze ak jednotlivé stiéty 0, 1, .., n—1 vopred lubovolne priradime ako konkrétnym
riadkom, tak konkrétnym stipcom, bude zodpovedajiica tabulka existovat a bude jedina. Ked%e na priradenie
jednotlivych suc¢tov 0, 1, .., n — 1 konkrétnym riadkom aj konkrétnym stipcom mame prave n! - n! ¢ize (n!)?
moZnosti, pocet tabuliek so sti¢tami 0, 1, ..., n — 1 potom bude (n!)2. Ako uZ vieme, rovnaky je aj pocet tabuliek
so sti¢tami 1, 2, ..., n. Hadany celkovy pocet tabuliek tak bude naozaj rovny 2(n!)2.

Etapa 1:

Predpokladajme najskor, Ze sucty 0, 1, ..., n — 1 st v tomto poradi predpisané riadkom tabul’ky zhora nadol a jej
stlpcom zlava doprava. Dokazeme indukciou, Ze pre tento Specidlny pripad je vyplnenie tabulky jediné mozné
(a to také, ze Cislo 1 je prave v takych polickach (i, j), ze i > j):

1 e Tabulka 1 x 1 ma predpisané suéty (0) v jedinom riadku i v jedinom stipci, jej jediné poli¢ko teda

obsahuje 0.

o Tabul'ka 2 X 2 ma predpisané sucty (0, 1) v riadkoch zhora i v stipcoch zlava. Prvy riadok i prvy stipec
teda obsahuju len 0, zvy$né pravé dolné policko teda obsahuje 1.

00
01

2 Nech n je prirodzené ¢islo vacsie nez 2.
KedZe v 1. riadku i v 1. stipci st predpisané stéty 0, st v nich samé 0. V n. riadku i v n. stipci st predpisané
sucty n — 1, v oboch uz vsak je jedna 0, takZe v ich zvy$nych poli¢kach st 1.
Zvy$né policka tvoria tabulku (n—2) x (n—2) s predpisanymi riadkovymi i stipcovymi stiétami (0, ..., n—1),
takze aj ta je podla indukéného predpokladu vyplnena jedinym moZnym spésobom.
Na obrazku je ilustrativny priklad pre pripad n = 9:

cl|lo|lo|lo|lo|lo|lo|o|o
mrlo|lo|lo|lo|ojlo|lo]o
mrlr|lo|lo|lo|o|lo|lo]o
R, |, |lo|jlo|ojlo|lo]o
Rk |k, |, |o|lojlo|lo]o
RIRr|Rr|Rr|R,r|lojlo|lo]o
RIRr|Rr|Rr|Rr[Rrlo|lo]o
Rl |lRr|Rr|Rr[R[R|lo]o
RlRr|Rr|Rr|R[R[R|[R,|o

Etapa 2:

Uvedomme si, Ze ak zmenime v akejkolvek vyplnenej tabul'ke poradie jej riadkov, d6jde k rovnakej zmene po-
radia pévodnych hodnét riadkovych stiétov, zatial’ ¢o stipcové stiéty nezmenia ani svoje hodnoty a ani svoje
poradie. Analogické pravidlo plati aj pre zmeny poradia stlpcov.

Predpokladajme teraz, Ze sucty 0, 1, ..., n — 1 st predpisané ako riadkom tabul'ky v l'ubovolnom poradji, tak aj
jej stipcom v l'ubovolnom poradi. Potom jej vyhovujiice vyplnenie dostaneme, ked' v tabul'ke vyplnenej ako na
obrazku vyssie pozmenime prislusnymi spdsobmi najskor poradie riadkov (ak je to vobec potrebné) a potom
(opéat len v pripade nutnosti) aj poradie stipcov. Takto zostrojené vyhovujtice vyplnenie je jediné, lebo z kazdej
vyhovujticej tabul’ky musime opa¢nymi zmenami poradia riadkov a stipcov dostat’ jedind $pecialnu tabulku
z etapy 1.

RieSenie 2:

Prvu ¢ast povodného rieSenia (o existencii tabuliek n X n dvoch druhov a rovnosti ich poctov) opakovat nebu-
deme, iba inym spésobom odvodime, Ze pri oznaceni P (n) pre pocet vSetkych tabuliek n X n so su¢tami 0, 1, ...,
n — 1, ktory je, ako vieme, rovny poctu tychto tabuliek so su¢tami 1, 2, ..., n, plati P(n) = (n!)2.

Vietky tabul'ky n X n s danym n va¢$im neZ 1 a sti¢tami 0, 1, .., n — 1 rozdelime do n - n ¢iZe n? skupin podla
toho, ktory riadok a ktory stlpec je v tabul'ke zostaveny zo samych 0. Ak tento riadok a tento stlpec z tabul'ky
vysSkrtneme, zostane ndm tabul'ka (n — 1) X (n — 1), ktorej riadkové sucty aj stlpcové sucty su ¢isla 1, 2, ...,



n — 1. Naopak z kaZdej tabulky (n — 1) X (n — 1) so su¢tami 1, 2, ..., n — 1, ktorych je P(n — 1), zostavime n?
roznych tabuliek n X n so sictami 0, 1, ..., n — 1, ked’ v nej lubovolne (pred prvy riadok, medzi dva susedné
riadky alebo za posledny riadok) urobime miesto pre novy riadok, rovnako tak potom urobime miesto pre novy
stipec a nakoniec novy riadok aj stipec vyplnime samymi 0. Preto plati P(n) = n?P(n — 1), ¢o spolu so zrejmym
vztahom P(1) = 1 uZvedie k P(n) = (n!)2.

Pokyny:

Netplné riesenia hodnotte nasledovne:

Al

A2

Bl

B2

B3
C1

C2

D1

El

Hypotéza, Ze riadkové aj stipcové stiéty vyplnenej tabulky tvoria rovnaki skupinu ¢isel, a to bud’ 0, 1, ...,
2023,alebo 1, 2, ..., 2024: 1 bod.

Dékaz hypotézy z Al: 1 bod. Ak dékaz vychadza z poznatku, Ze riadkové aj stipcové sucty tvoria rovnaki
skupinu cisel, ani tento poznatok nemozno povazovat za zrejmy a musi byt zd6vodneny, najjednoduchsie
uvahou o dvojakom sc¢itani vSetkych cisel tabul'ky (po riadkoch a po stlpcoch).

Urcenie poétu moznych rozmiestneni riadkovych a stipcovych stétov (pre jeden z dvoch druhov tabuliek):
1 bod.

Hypotéza, Ze akakolvek konkretizacia jednotlivych riadkovych a stipcovych stiétov vidy uréuje prave jednu
tabulku: 1 bod.

Dokaz hypotézy z B2: 1 bod.

Zdovodnenie, preco pre jedno rie$itelom vybrané rozlozenie riadkovych a stipcovych stétov existuje prave
jedno vyplnenie tabulky: 1 bod.

Zdbvodnenie, preco z jednej tabul'ky z C1 moZno dostat’ permutaciami riadkov a stipcov vietky tabulky
jedného druhu: 1 bod.

Odvodenie vztahov medzi poc¢tami tabuliek n X n pre r6zne n (tabuliek ¢i uz jedného, alebo oboch moznych
druhov dokopy), ktoré umoziuju rekurentny vypocet vysledku: 3 body.

Uvedenie spravneho vysledku: 1 bod.

Celkovo potom dajte sticet bodov z A1, z A2, z E1 a maxima z tychto hodnot:

sucet bodov z B1,zB2 az B3;
sucet bodovz C1,zC2azB1;
pocet bodov z D1.

Pri spravnom postupe aj vysledku s mensimi argumentacnymi nedostatkami dajte 5 bodov, rovnako ako pri inak
spravnom postupe s numerickou chybou.




